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Introduction

Cet ouvrage contient I'algébre linéaire ou générale, la théorie des graphes et les
probabilités couramment étudiées dans les années L1L2 des Universités et dans les
deux années des classes préparatoires. Il est formé de 62 fiches, ce que I'on ap-
pelait autrefois chapitres, contenant chacune le cours avec de nombreux exemples
et des exercices corrigés. La section Algébre est découpée en trois grandes par-
ties : polyndmes et outils généraux, algebre linéaire et bilinéaire, arithmétique et
groupes. Louvrage se poursuit par une partie consacrée a la théorie des graphes
non orientés, jusqu’aux parcours particuliers, graphes hamiltoniens, graphes eulé-
riens, parcours de moindre co(t. Il se termine par une partie consacrée aux pro-
babilités finies, discretes ou continues, avec les lois classiques, ainsi que les tests
d’hypothéses standards (loi binomiale, normale, exponentielle, Poisson, Student,
X2, Fisher), et une étude simplifiée des chaines de Markov. Pour cette derniére par-
tie, on rappelle que le mot « événement » s’écrit aussi « événement », et que les
deux écritures vont se croiser.

Les prérequis sont simplement ceux du Lycée, Terminale S ou ES.

Son originalité et sa modernité viennent de ses deux supports, papier et en ligne.
Le cours et certains exercices immédiats et vitaux, il y en a 206, sont sur le support
papier, mais chaque fiche renvoie a des données en ligne : certains exemples et
certains exercices avec leurs corrigés, il y en a 134, ont été renvoyés en ligne. |l
en va de méme de la grande majorité des démonstrations, renvoyées en ligne.
Louvrage contient aussi 24 grands problémes récapitulatifs, entierement renvoyés
aussi en ligne. Environ 20% du contenu de I'ouvrage se trouve ainsi en ligne dans
des fichiers PDF. Cette partie en ligne contient, du moins pour les probabilités et
tests d’hypothese, de nombreuses simulations informatiques écrites de facon tres
simple avec un logiciel gratuit.

Cette partie en ligne répond a une exigence actuelle, un livre de mathématiques ne
peut plus étre entierement sur support papier, et doit utiliser les outils des nouvelles
technologies et les logiciels modernes qui remplacent les calculs faits autrefois a la
main. Ces renvois en ligne incitent le lecteur a une curiosité nouvelle et a utiliser les
nouvelles technologies de I'information. Par ailleurs, les textes en ligne sont aussi
plus colorés, plus aérés et conviviaux, puisque la contrainte du nombre de pages
et des couleurs n’a plus grande importance. Cette grande partie en ligne permet
aussi d’alléger 'ouvrage papier, le rendant plus maniable.

Attention, les renvois en ligne concernent des notions aussi importantes que celles
exposées sur papier dans I'ouvrage. Les exemples et les exercices en ligne ne sont
ni des évidences trop simples, ni au contraire des exercices trop compliqués qui
seraient uniquement des compléments. Ce sont des exemples et exercices comme
les autres. On le voit trés bien a leur numérotation dans chaque fiche : elle respecte
une alternance entre les numéros sur papier et les numéros en ligne. Certaines
fiches ont d’ailleurs plus d’exercices en ligne que sur papier.

Certaines démonstrations courtes a lire impérativement en méme temps que
’énoncé du théoreme se trouvent dans la fiche de cours, sur papier. Les grosses
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démonstrations, plus longues ou qui peuvent attendre un peu pour la compréhen-
sion du théoreme, sont systématiquement en ligne.

D’une fagon générale, cette double découpe de I'ouvrage doit titiller le lecteur et
I'inciter a adopter les deux démarches, une approche visuelle instantanée sur pa-
pier et une recherche (tres rapide en pratique) en ligne.

Un mode d’emploi trés détaillé de I'acces en ligne est donné apres cette introduc-
tion globale.

Il N’y a pas d’ordre imposé par un quelconque programme officiel, comme c’est le
cas dans I'enseignement secondaire. Lordre respecte ici une logique linéaire de
progression des difficultés, mais n’a rien de strict. En particulier, I'arithmétique et
algébre générale et les graphes, qui se trouvent en fin de volume, n’ont pas de
vocation a étre étudiés spécialement en année L2, mais sont souvent abordées en
L1 dans certaines universités.

Par exemple, les polynémes, notion fondamentale, sont répartis sur trois fiches : au
début du volume se trouve les définitions vitales dont on a besoin dans toute I'al-
gebre (opérations, racines, multiplicité, factorisation et théoréme de d’Alembert...).
La notion de polynédmes premiers entre eux est renvoyée au tiers du volume, pour
étre utilisée dans les polyndémes d’endomorphisme et la réduction des matrices. La
notion de PGCD se trouve au début de I'algébre générale, exposée dans une fiche
regroupant cette notion de divisibilité des polynémes avec celle des entiers rela-
tifs, puisque ce sont deux fois les mémes notions, simplement dans deux anneaux
différents mais trés semblables. Les fractions rationnelles sont exposées en fiche
4, en début de volume, essentiellement pour pouvoir les décomposer en éléments
simples et dans l'optique de leur utilisation dans le calcul des primitives, et donc
en analyse. Lanalyse est I'objet du second volume de la collection, dans la méme
optique de la version papier et de celle en ligne.

Le volume contient certaines notions marquées , a sauter en premiére lec-
ture. Il s’agit de compléments qui sont intéressants dans I'optique de la poursuite
d’études en année L3 de mathématiques ou bien de simple culture générale. Ce
ne sont pas des notions basiques devant étre maitrisées en L1L2.

Un formulaire se trouve en fin de volume. |l contient les grandes formules classiques
a maitriser absolument en algebre comme en analyse, la majorité d’entre elles ve-
nant du Lycée. Il contient aussi une liste des instructions basiques du langage Xcas
(logiciel gratuit a télécharger), langage qui est utilisé pour effectuer des calculs ou
des simulations probabilistes. La fiche 53, par ailleurs, est entierement consacrée a
la syntaxe des grandes lois de probabilités implémentées dans les logiciels ou ta-
bleurs Excel, Open Office et Xcas. Ces logiciels remplacent les tables numériques
d’autrefois, mais la manipulation antérieure ne doit pas étre ignorée : par exemple,
la table de la loi normale centrée réduite, trés facile d’utilisation et dont certaines
valeurs doivent étre connues par coeur, a été conservée. A titre de comparaison
imagée, la calculatrice ne peut pas remplacer la maitrise du calcul mental.
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Descriptif des ressources en ligne

Le texte papier contient le cours, avec des exemples, certaines simulations infor-
matique, les énoncés des théoremes, certaines démonstrations et des exercices.
La partie en ligne contient certains exemples, la majorité des simulations informa-
tiques, la majorité des démonstrations (les plus longues), certains exercices et les
problémes récapitulatifs. A chaque fiche papier sont a priori associées deux fichiers
en ligne, un contenant les exemples et/ou les simulations et/ou les démonstrations,
le second contenant les exercices et/ou des simulations renvoyés en ligne. Les
fiches ne contiennent pas toutes a la fois des exemples en ligne, des démonstra-
tions en ligne et des exercices en ligne, cela dépend de chaque contenu pédago-
gique. Il y a donc a priori deux liens pour chaque fiche, mais il y a aussi des fiches
avec une seule ressource en ligne et quelques fiches sans aucune ressource en
ligne.

Lexistence de ressources en ligne au niveau du cours et/ou au niveau des exercices
est indiquée par les textes J'apprends en ligne pour la partie cours et/ou Je m’en-
traine en ligne pour les exercices.

J'apprends en ligne — (Lien et QR code indiqués)

Ce lien concerne la partie « cours », et oriente vers les exemples, les démonstrations
et les éventuelles simulations informatique de la partie cours de la fiche. Il est donné
en deuxieme page de la fiche par une adresse et un QR code.

Dans le courant de la partie « cours » de la fiche, pour chaque exemple ou dé-
monstration ou simulation concernés, une indication renvoie vers le complément
en ligne, sans rappeler cette adresse. Il s'agit de :

@ Exemple 3 en ligne

Cette indication renvoie vers I'exemple 3 de la fiche courante, qui se trouve donc
en ligne. Tous les exemples renvoyés en ligne d’'une méme fiche se trouvent en
premiere page du fichier PDF « cours en ligne » associé a la fiche. lls sont classés
par ordre de numéros, a savoir I'ordre de la progression du cours.

@ Démonstration en ligne

Cette indication renvoie vers la démonstration d’un résultat, clairement identifié par
le méme titre/numéro de théoreme dans la fiche papier et dans le fichier PDF en
ligne. Les démonstrations sont aussi dans I'ordre de la progression du cours, et
situées apres la page des exemples.

@ Une simulation Xcas est donnée en ligne

Ce renvoi, moins fréquent que les précédents, indique qu’un point de I'ouvrage
papier est illustré par une simulation informatique donnée en ligne. Elle se trouve
dans le fichier PDF « cours » accessible par le lien donné en début de fiche.

Descriptif des ressources en ligne |
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Je m'entraine en ligne — (Lien et QR code indiqués)

exercices supplémentaires (numéros indiqués)

La seconde partie de chaque fiche papier est consacrée aux exercices, avec d’abord
les énoncés et ensuite les corrigés. Les exercices renvoyés en ligne sont dans un
fichier PDF accessible par le lien et le QR code indiqués comme ci-dessus en téte
de la page des énoncés. Les numéros des exercices en ligne sont précisés dans la
seconde ligne « exercices supplémentaires ».

Prenons (par exemple) le cas de I'indication « exercices suppléementaires 3,5 » pla-
cée en téte de la liste des exercices : elle renvoie vers les exercices 3 et 5 en
ligne de la fiche courante. Dans le cas ou la fiche compte (par exemple) au total
8 exercices, les numéros 3 et 5 sont renvoyés en ligne, et toute la numérotation
est conservée dans la version papier (qui contient donc les exercices numérotés
1,2,4,6,7,8) comme en ligne (les deux exercices sont numérotés 3 et 5). Lidée est
de situer les exercices dans une méme progression pédagogique, pour bien mon-
trer que les exercices en ligne ne sont pas plus difficiles que ceux sur papier, ni de
simples compléments.

@ Une simulation Xcas est donnée en ligne

Certains exercices du volume papier sont aussi illustrés par une simulation en ligne,
qui se trouve dans le fichier des exercices en ligne de la fiche. Cette indication se
trouve, dans le volume papier, au niveau de I’énoncé ou du corrigé d’un exercice.

Problémes récapitulatifs —

Les 24 problémes récapitulatifs de I'ouvrage sont stockés, énoncés et corrigés,
dans un méme fichier PDF, appelé fiche 62 et dont I'acces est précisé a la fin de la
page suivante « Se connecter aux ressources en ligne ».

| Descriptif des ressources en ligne



Se connecter aux ressources en ligne

Voici comment accéder a un fichier PDF se trouvant en ligne.

Prenons I'exemple de la fiche 50, a qui est associé un fichier PDF contenant les
exemples et/ou les simulations et/ou les démonstrations en ligne de la fiche et un
fichier PDF contenant les exercices et/ou simulations en ligne de cette méme fiche.
Ce sera le méme principe pour toutes les autres fiches.

Acces au fichier DMAlgebre50 du « cours » : le fichier PDF des exemples, démons-
trations et éventuelles simulations en ligne de la partie « cours » de la fiche 50 s’ap-
pelle DMAIgebre50. Ony accéde en tapant, dans la barre des adresses du naviga-
teur:

www.lienmini.fr/dmalgebre50

ou bien on scanne le QR code qui se trouve en deuxiéme page de la fiche 50 dans
le volume papier. Le lien ci-dessus est aussi rappelé en deuxieme page de la fiche.
Acces au fichier EXAlgebre50 des exercices : le fichier PDF des exercices et leurs
simulations en ligne de la fiche 50 s’appelle EXAlgebre50. On y accéde en tapant,
dans la barre des adresses du navigateur :

www.lienmini.fr/exalgebre50

ou bien on scanne le QR code qui se trouve en téte des exercices de la fiche 50
dans le volume papier. Le lien ci-dessus est aussi rappelé au début de la page des
énoncés des exercices.

D'une fagon générale :
Tout renvoi en ligne se trouvant dans la partie « cours » d'une fiche est accessible a partir
du lien/QRcode placé en deuxieme page de la fiche.

Tout renvoi en ligne se trouvant dans la partie « exercices » d'une fiche est accessible a partir
du lien/QRcode placé en téte de la page des énoncés des exercices.

Acces aux problemes récapitulatifs : le fichier PDF des problémes en ligne du vo-
lume s’appelle ProblemesAlgebre. On y accede en tapant, dans la barre des
adresses du navigateur :

www.lienmini.fr/problemesalgebre

ou bien en scannant le QR code suivant :

]q" E|:1|
5 s;ii
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OUR
Ensembles et applications,

structures algébriques

[ MOTS-CLES : QUANTIFICATEURS, APPLICATION, RESTRICTION, IMAGE DIRECTE,
RECIPROQUE, INJECTION, SURJECTION, BIJECTION, LOI DE COMPOSITION,
ASSOCIATIVITE, ELEMENT NEUTRE, INVERSE, COMMUTATIVITE, GROUPE, ANNEAU,
CORPS, SOUS-GROUPE ]

E et F sont deux ensembles non vides quelconques. Une application f de E dans
F est un procédé quelconque associant a tout élément de £ un unique élément de
F. Rappelons que N désigne I'ensemble des entiers naturels, Z celui des entiers
relatifs, Q celui des rationnels (quotients de deux entiers), R les nombres réels et
C les nombres complexes. La fiche présente ensuite les structures importantes de
groupe, d'anneau et de corps, mais sans entrer dans les détails. Des fiches d'algebre
leur seront consacrées plus loin.

4 Onestsouvent confronté, dans un ensemble F a I'une des deux situations « pour
tout élément x de F, alors » ou « il existe au moins un élément = de E tel que ».

Les deux expressions « pour tout » et « il existe au moins » s'appellent quantificateurs.
Le premier s'appelle quantificateur universel et s'écrit V; le second s'appelle quantificateur
existentiel et se note 3.

Méthodologie

Au lieu de « pour tout », on dit aussi « quel que soit ». On se contente souvent de dire
« il existe » au lieu de « il existe au moins ». Mais ce « au moins » est toujours
sous-entendu.

Exemple 1: La proposition « pour tout réel 2z, on a 2> + 3 > 0» s’écrit (Vz € R)(2? +
3>0).

Exemple 2 : «il existe au moins un réel x tel que 3z? — 45z > 467 » s'écrit (z €
R | 3z% — 452 > 467) ou bien (3z € R)(3z? — 45z > 467). Le trait vertical | se lit
«tel que ». La seconde écriture est a priori moins détaillée, mais elle est pratique
lorsque I'expression suivant « tel que » est longue et compliquée.

Méthodologie

Les symboles v et 3 sont des raccourcis mathématiques au méme titre que les signes =
ou <.

€ Les quantificateurs sont souvent « imbriqués », par exemple :

(Vxe---)(Fye---)(telque---)

Ensembles et applications, structures algébriques |
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@J J'apprends en ligne

www.lienmini.fr/dmalgebre1

sﬁfi
[;| E

Méthodologie
Dans une telle écriture, le « ¢ » en seconde position dépend du « - » en premiére position.

@ Exemple 3 en ligne

@ On peut aussi avoir (3z € ---)(Vy € ---)(tel que---). Dans ce cas, le «y» ne
dépend pas de z, puisqu’il sera quelconque.

Exemple 4 : La propriété «la fonction f : @ — x + 7sinx est minorée sur [1,5] »
signifie : il existe un réel m (dont ne connait a priori pas la valeur) tel que, pour tout
x € [1,5] on ait f(x) > m. Cela se quantifie en (Im € R)(Vx € [1,5])(f(x) > m).

@ Exemple 5 en ligne

@ Attention a I'ordre des quantificateurs, quand ils sont imbriqués :

— (Vx € E)(3y € E)(P(z,y)) signifie que pour tout x € E on peut trouver au
moins un y € E (dépendant a priori de z) tel que la propriété P(x,y) soit
vraie.

— Mais (Jy € E)(Vz € E)(P(x,y)) signifie qu’il existe au moins un y € FE tel
que la propriété P(x,y) est vraie pour tout 2z € E. C’est totalement différent.

& Cependant (Vz € E)(Vy € E)(P(z,y)) signifie la méme chose que (Vy €
E)(Vz € E)(P(x,y)), et on peut aussi écrire (Vo,y € E)(P(z,y)).

Méthodologie finale

La quantification (Va € E)(P(z)) traduit que la propriété 7 est vraie pour tout élément
de E.

La quantification 3z € E | P(z), qui s'écrit aussi (3z € E)(P(x)) traduit qu'il existe au
moins un élément de £ pour lequel la propriété P est vraie.

9 Quantificateurs et négation

© La négation (ou contraire) de « pour tout = de F, la propriété P est vraie » est
évidemment « il existe au moins un élément z de FE tel que P est fausse ». Le
contraire de «il existe au moins un élément z de F tel que P est vraie » est « pour
tout x de E, la propriété P est fausse ».

La négation de (Vx € E)(P(z)) est (3z € E | Non P(x)).
La négation de (3z € F | P(x)) est (Y € E)(Non P(x)).

Exemple 6 : La négation de (Vz € R)(2®> —3z+2 > 0)est (Ix e R|2? —32+2 < 0)
ou encore (Ix € R)(z? — 3z +2 < 0).

Exemple 7 : La négationde (Jz € R | 22 + 1 = 0) est (Vo € R)(2z* + 1 # 0).

| Ensembles et applications, structures algébriques



@ Ces deux exemples et la logique courante montrent que Le contraire de V est 3
et réciproquement.

Méthodologie
Le fait d'étre dans I'ensemble £ ne se remet pas en cause lors de la négation.

e Restriction d'une application a une partie de I/

Si A C FE est une partie non vide de F, la restriction de f a A est I'application de A dans
F définie parz € A — f(x).

Exemple 8 : Soit E = F' = R, et f définie par f(z) = |#* — 1|. La restriction de f a
A = [—1,1] est I'application de A dans R définie par z — 1 — 2.

Méthodologie
La restriction de f a A se note souvent f, 4 Il ne serait pas correct de continuer a la noter f.

Image directe, image réciproque d'une partie
par f : E— F

O

€ Soit A une partie de 'ensemble E de départ.

L'ensemble des f(a) lorsque a décrit A s'appelle image de A par f : c'est une partie de F.
Onnote f(A) = {f(a)|a € A}.

Exemple 9: Soit f : R — R définie par f(z) = x*. Pour A = [0,3],ona f(A) = [0,9];
pour A = [-2,3] ou A = [-3,1], on a toujours f(A) = [0,9], comme le montre une
étude rapide de la fonction carré sur R.

@ Exemple 10 en ligne

@ Soit B une partie de 'ensemble d’arrivée F.

L'image réciproque de B par f est la partie f~*(B) de I'ensemble E de départ formée des
ztelsque f(z) e B: f~Y(B) ={z € E| f(z) € B}.

Ensembles et applications, structures algébriques | 9



Danger de la notation

La notation f~*(B) n'a rien a voir avec le fait que f soit ou non une bijection de £ sur F,
notion qui sera détaillée a partir du paragraphe 8.

Exemple 11: Soit E = [—m,7], F = R, B = [1/2;1] et f la fonction cosinus. Les

variations montrent que f~!(B) = [—7/3;7/3].

Exemple 12 : Avec la fonction carrée de R dans lui-méme, on a f~'([4,9]) =

[_37 - 2] U [273] et f_l([_74a4]) = [_2a2]

@ Si A, C A, dans E, alors f(A,) C f(As,). Si B, C By dans F, alors f~'(B,) C
fH(By).

4 On retiendra finalement les relations entre les images directes ou réciproques
de parties et les opérateurs de réunion et d’intersection :

(0 cfaynsa) 2 B0B) = (BN (B) )

(fAUa) =) UFA) A BUB) = BV (B) )

@ Ces propriétés sont démontrées en exercice. Elles s’étendent a une intersection
ou une réunion d’une famille quelconque, méme infinie, de parties de E et de
F.

Méthodologie

Seule I'image directe d'une intersection pose un probleme. Sinon, tout est naturel, avec des
ggalités.

e Composition des applications

@ Soit f une application de E dans F et g une application de F' dans G.

L'application de £ dans G associant a chaque élément = € F ['élément g(f(x)) de G
s'appelle composée de f par g, et se note g o f.

Exemple 13 : Soit f : R — [—1,1] définie par f(z) = cosz et g : [—1,1] — R définie
par g(x) = 22 — 1. La composée g o f est une application de R dans R définie
par go f(z) = g(f(x)) = g(cosx) = 2(cosx)?> — 1 = cos 2z, d’apres les formules
classiques de trigonométrie.

Exemple 14 : Avec les notations de I'exemple 13, la composée f o g est I'application
de [-1,1] dans [—1,1] définie par f o g(x) = f(22® — 1) = cos(22* — 1).
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@ Exemple 15 en ligne

Méthodologie

Méme dans les cas oll les composées f o g et g o f ont un sens toutes les deux, on a
généralement f o g # g o f. Attention a I'ordre de composition des applications.

© La composition des applications est associative :

(Soientf:E—>F,g:F—>G,h:G—>H.Onatoujoursfo(goh):(fog)oh. )

@ Ceci découle des définitions (f o(go h))(gc) = fl(goh)(z)] = f(g(h(m))) =
(fog)(h(x)) pourtoutz € E.

0 Application injective de F dans F'

On dit que f : £ — F estinjective lorsque deux éléments distincts de £ ont des images
distinctes par f : x, # x, implique f(x,) # f(as).

@ On peut aussi dire que I'égalité f(z,) = f(z,) implique z; = z,.

Méthodologie

Pour tout y € F, I'équation f(z) = y admet au maximum une solution = dans E.
On dit aussi que f est une injection de £ dans F.

Exemple 16 : LUapplication f de R dans [—1,1] définie par f(x) = cosx n’est pas
injective. En effet, on a f(0) = f(27).
Exemple 17 : Par contre, le cosinus est une application injective de [0,7] dans [—2,1] :

pour —2 < y < 1, I'équation y = cos x admet soit aucune solution soit une unique
solution z appartenant a [0,7].

@ Exemple 18.a en ligne

Méthodologie et Philosophie

Via l'injection f, I'ensemble d'arrivée £ contient une copie fidele de I'ensemble de départ
E, a savoir I'ensemble des f(z) quand x décrit E.

Comme il y a de la place dans F' pour mettre une copie de £, I'ensemble d'arrivée F est
«plus gros » que I'ensemble £ de départ.
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@ Ecrire la définition d’une application injective en utilisant les quantificateurs, ne
présente que peu d’intérét : <V T,y € E) (:Jcl #xy, = f(x)) # f(x2)> ou

(V T1,xq € E) (f(xl) = f(ay) = oz, = xg).

o Application surjective de F sur F'

On dit que f : £ — F est surjective lorsque tout élément de I est I'image d'au moins un
élément de E par f.

Exemple 19 : Le cosinus est une application surjective de R (ou de [0,27]) sur [—1,1].
Lapplication carré x — z2 n’est pas une surjection de R sur R, puisque les réels
négatifs ne sont pas les carrés de réels. Mais c’est une surjection de R sur [0, + oo],
puisque tout réel positif ou nul est le carré d’au moins un réel.

Méthodologie

La surjectivité se quantifieen (Vy € F)(3z € E |y = f(x)).
Pour tout y € F', I'équation f () = y admet au moins une solution = dans £. Un tel
x € E est appelé antécédent de y.

On dit aussi que f est une surjection de E sur .

@ Exemple 18.b en ligne

0 Bijection de F sur I

[ Onditque f : E — F est bijective quand elle est a la fois injective et surjective. Autrement j

dit, tout élément de F est image d'un et d'un seul élément de E.

Exemple 20 : Le cosinus est une bijection de [0,7] sur [—1,1]. En effet, toute droite
horizontale y = m avec —1 < m < 1 coupe une et une seule fois la courbe du
cosinus entre 0 et 7.

Méthodologie

La qualité « surjectif » assure I'existence d'au moins un antécédent a tout y € F, et la
qualité « injectif » assure son unicité.

Exemple 21 : Soit f définie par f(z) = 2® — 2® 4+ 4o — 7. Une étude de fonction
montre que f est une bijection de R sur lui-méme (elle est strictement croissante
de —c0 a +0.)
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0 Bijection réciproque

@ Soit f une bijection de E sur F. Tout élément y € E est I'image d’un unique
élément z € E. On peut donc définir une application de F' dans E, associant a
tout y € I’ son antécédentx € E':

Théoreme 1. L'application f~! de F' dans E associant a tout élément y € F son unique
antécédent par f est une bijection de F' sur F. Ona z = f~'(y) si et seulement siy =
f(@).

C'est une bijection de F sur F, appelée bijection réciproque de f, et elle vérifie les relations

(Ve € E)(f7'[f(2)] = =) et (Vy € F)(f[f~(v)] = v)-

@ Démonstration en ligne

Exemple 22 : La fonction f : # — 2?41 est une bijection de [0, 4 co[ sur [1,4 co[. En
effet, pour tout y > 1, I’équation y = x? + 1 admet une et une seule solution dans
[0, + oo[, & savoir z = /% — 1. La bijection réciproque f~! est définie sur [1, + oo|,
a valeurs dans [0, + oo et est décrite, en mettant plutét la lettre 2 comme variable,

par f~'(z) = Va2 — 1.

Méthodologie

La variable de départ d'une application est plus souvent notée x que y, surtout dans les
fonctions !

@ Ennotant I 'application identité de E, définie par Iz (z) = z pourtoutz € E, et
de méme pour I, on peut aussi écrire fo f~! = Ip et f~'o f = I, en utilisant
la notation de la composition.

@ Dans le cas particulier ot f est une bijection de E surlui-méme,ona fof~!(z) =
f~'o f(x) = x pour tout v de E.

Exemple 23 : f : x — 2x — 1 est une bijection de R sur lui-méme, dont la bijection
réciproque est définie sur R par f~(z) = (z + 1) /2.

€ Voici deux résultats évidents par définition :
-1
— Ona (f*l) = f :la bijection réciproque de la bijection réciproque est la
fonction initiale.

— Si f est une bijection de E sur F' et g une bijection de F sur G, alors la
composée g o f est une bijection de £ sur G, etona (go f)™' = f~tog™.

@ Loi de composition interne dans un ensemble

@ Une loi de composition interne * dans un ensemble non vide E est un procédé
associant a deux éléments quelconques x,y de E un nouvel élément noté z * y.
C’est une application de F x E dans E.
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Exemple 24 : Laddition « + » dans Z ou Q ou R ou C est une loi de composition
interne. Il en va de méme de la multiplication « x ». Dans I'ensemble E des bijections
d’un ensemble F' dans lui-méme, la composition « o » est une loi de composition
interne.

© La loi de composition interne * est dite associative quand on a (z x y) * z =
x x (y * z) pour tous z,y,z de E.

Exemple 25 : Les trois lois de composition interne « 4, x ;o » de I'exemple 24 sont
associatives.

Méthodologie
Une loi de composition interne non associative ne présente aucun intérét.

@ Un élément neutre pour la loi de composition interne * est un élément ¢ € E tel
que x xe = e*xx = x pour tout x de F.

Méthodologie
L'élément neutre, s'il existe, est nécessairement unique.

En effet, si e et ¢’ sont neutres, ona e x ¢’ = ¢ = ¢’ par définition.

Exemple 26 : Pour les additions de 'exemple 24, I'élément neutre est le « 0 » clas-
sique; pour la multiplication, il s’agit du « 1» tout aussi connu. Pour 'ensemble des
bijections d’un ensemble F' dans lui-méme, il s’agit de I'application identité définie
par Ir(z) = x pour tout z € F.

@ Soit E muni d’une loi de composition interne x et d’'un élément neutre e. On dit
gu’un élément x € E est inversible quand il existe un élément y € E tel que
rxy =y*x = e Lélément y est 'inverse de x, de méme que z est l'inverse de

Y.

Méthodologie

Sila loi de composition interne  est associative et admet un élément neutre, alors I'inverse
d'un élément, quand il existe, est unique.

En effet, partons de xxy = y*xx = eetw*z = zxx = e.llvient zx(zxy) = zxe = z,
soit (z * x) * y = z ou encore e x y = z, a savoir finalement y = z.

@ On dit que * est commutative lorsque z * y = y * = pour tous z,y de E.

Exemple 27 : Dans I'exemple 24, I'addition et la multiplication sont commutatives.
Ce n’est pas le cas de la composition des bijections de F': en général,ona fog #

gof.
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m Structure de groupe

Un groupe est un ensemble G muni d'une loi de composition interne * qui est associative,
qui possede un élément neutre, et pour laquelle tout élément admet un inverse.

associativité  : Vrwz € G xx(yxz)=(xxy)*z
neutre . ilexistee e Gtelquex xe =exx = x pourtoutrz € G
inverse D (Vze@)FyeGlexy=yxx=c¢)
@ Sila loi x est commutative, on dit que G est un groupe commutatif ou groupe
abélien.

Exemple 28 : Les ensembles de nombres Z, Q, R, C munis de I’'addition sont des
groupes abéliens. L'élément neutre est le « 0 » et I'inverse de x s’appelle opposé
de z, et se note —x.

@ Exemple 29 en ligne

Exemple 30 : Lensemble G des bijections de F' sur lui-méme est un groupe non
commutatif pour la loi de composition des applications, celle définie par (fog)(z) =
f(g(z)). Linverse de f € G est la bijection réciproque notée f~.

Point Notation

La loi de composition interne d'un groupe se note souvent avec le « . » ou le « x » de
multiplication. Quand on la note +, cela sous-entend que le groupe est commutatif.

Exemple 31 : Les ensembles de polyndmes a coefficients réels ou a coefficients
complexes sont des groupes abéliens pour I'addition des polynémes. Ils sont étu-
diés en fiches 2 et 3.

@ Exemple 32 en ligne

Méthodologie
Dans un groupe non commutatif, on a (z.y)~* = y~*.z~*. Attention a l'ordre!

@ Structure d'anneau

Un anneau est un ensemble A muni d'une addition « + » lui conférant une structure de
groupe additif commutatif , et d'une multiplication « . » associative et distributive par rapport
a |'addition, a savoir vérifiant pour tous z,y,z de A :

z(y+z)=xy+xz e (y+z2)z=yxr+za
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€ Sila multiplication est commutative, on dit que I'anneau est commutatif. Si elle
possede un élément neutre «1», on dit que I'anneau est unitaire.

Exemple 33 :Z, Q, R, C sont des anneaux commutatifs unitaires. Il en va de méme
pour I'ensemble des polyndmes sur @Q, R ou sur C, comme on le verra dans la
fiche 2.

@ Exemple 34 en ligne

Exemple 35 : Lensemble de toutes les fonctions définies sur R a valeurs dans R,

est un anneau unitaire commutatif pour 'addition et la multiplication, f +get f x g

étant définies par (f + g)(z) = f(x) + g(z) et (f x g)(x) = f(x)g(x), pour tout x.

@ Sile produit de deux éléments non nuls est toujours non nul, on dit que 'anneau
est integre. Dans un anneau non intégre, on peut trouver deux éléments non
nuls dont le produit est nul.

Exemple 36 : Z,Q,R,C et les anneaux de polyndmes sont integres. On construira en
fiche 6 un anneau non integre, celui des matrices carrées de dimension n donnée.

@ Structure de corps

@ Soit A un anneau unitaire, et A* = A\ {0} 'ensemble des éléments non nuls
de A.

On dit que A est un corps lorsque, en plus de la structure d'anneau unitaire, I'ensemble A*
est un groupe pour la multiplication.

Exemple 37 : Q, R, C sont des corps. lls sont commutatifs, puisque la multiplication
est commutative.

Méthodologie

Un corps est un anneau unitaire dans lequel tout élément non nul a un inverse. Un corps se
note généralement K ou F (pour Field en anglais).

Exemple 38 : Z est un anneau, mais n’est pas un corps. En effet, seuls +1 ont un
inverse pour la multiplication.

@ Sous-groupe, sSous anneau

@ Une partie H d’un groupe (G, x) est un sous-groupe de G quand c’est encore
un groupe pour la loi de composition interne de G. Pour cela il faut et il suffit que
H soit stable pour la loi, a savoir :

CVx,yEH,xxyeH et VeeH,xz'eH )
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Mais on peut aller plus vite :

Méthodologie
Ceci se condenseenVa,y € H ,z x y~* € H.

© Silaloi est I'addition, cette CNS s’écrit: Vo, y € H ,x —y € H.

Exemple 39.a : Lensemble G des permutations de F' = {1,2,--- ,n}, a savoir I'en-
semble des bijections de F sur lui-méme, est un groupe pour la composition o des
applications.

Exemple 39.b : Le sous-ensemble H de G formé des permutations f vérifiant f(1) =
1 est un sous-groupe de G. En effet, si f et g conservent le «1», la bijection réci-
proque f~! le fait aussi, et il en est de méme de la composée go f~1.

@ Exemple 39.c en ligne

@ Plus généralement, une partie H d’un anneau (ou d’un corps) K est encore un
anneau (ou un corps) lorsque la somme et le produit de deux éléments de H
est encore dans H, et que I'opposé (et en plus, pour un corps, I'inverse d’un
élément non nul) d’un élément de H est encore dans H. On dit que H est un
sous-anneau (ou un sous-corps) de K.

Exemple 40 : Q est un sous-corps de R qui est un sous-corps de C. Les polyndmes
a coefficients réels forment un sous-anneau de I'anneau des polynémes a coeffi-
cients complexes.

@ Compléments de culture générale

© Voici quelques résultats amusants et hors programme sur les bijections :
& Théoréme de Cantor-Bernstein : s’il existe une injection de E dans F' et une
injection de F' dans F, alors il existe une bijection de E sur F'.

Exemple 41: Soit E =|0,1] et F = [0,1]. Lapplication z € E — x € F est injective.
Lapplication z € [0,1] — (x+1)/3 est une injection de F dans E. Il existe donc une
bijection de ]0,1] sur [0,1]. Mais elle est difficile a expliciter!

@ |l existe des bijections de Z sur N, et méme de Q sur N. D’une certaine facon a
préciser avec les ensembles infinis, il y a « autant » de nombres entiers que de
rationnels, bien que I'on ait envie de dire qu’il y a bien plus de rationnels que
d’entiers...

@ Mais il n’existe pas de bijection de R sur N : il y a « beaucoup plus » de réels que
de nombres entiers ou de rationnels.
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& Je mentraine en ligne [' §

AT
1 Exercices supplémentaires 2,5,7,8,9 iy EI:
www.lienmini.fr/exalgebre1 [!l & é

Soient A,B deux parties d’'un ensemble E. Ecrire avec des quantificateurs que A
est incluse dans B, ainsi que son contraire.

Traduire par une phrase « en bon francais » la quantification :
(Va € N)(vb € N*)(3q € N)(3r € [0..b — 1])(a = bg + r)

Prouver chacune des quatre affirmations de la fin du paragraphe 5. On se placera
avec des ensembles E et F quelconques, avec f quelconque. Pour f(A; N A,), on
donnera un contre-exemple simple pour I'égalité; pour les autres, on montrera la
double inclusion.

Soit n > 2 entier. Montrer qu’il n’existe pas de bijection d’'un ensemble a n — 1
éléments sur un ensemble a n éléments. On fera une récurrence sur n.
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Il sagit de (Va € A)(a € B) puisde (3a € A|a ¢ B)ou (Ja € A)(a ¢ B).

Pour tout entier naturel a et tout entier b > 1, il existe un entier ¢ (quotient) et un entier r
dans [0..b — 1] (reste) tels que a = bq + r : C’est I'existence de la division euclidienne de a
par b. La quantification ne traduit pas I'unicité.

1. Soita € A1 N A, :limage f(a) est dans f(A1) et dans f(As), et donc dans leur in-
tersection. On a I'inclusion donnée. Prenons cependant A; et A, disjointes, et f constante
égale a b sur E. Limage f(A1 N Az) est I'ensemble vide, alors que f(A1) N f(Az2) = {b}.
2. Soitz € Ay U A; : son image est soit dans f(A1) soit dans f(A;). Elle est donc dans
leur réunion:ona f(A1 UAs) C f(A1)U f(As2). Réciproquement, soity € f(A1)U f(A2):
il est (par exemple) dans f(A1), et s’écrit alors y = f(a1) ol a1 € A; et est donc dans
A1 UA;:onay € f(A1 U A;) et linclusion en sens inverse. On a les deux inclusions, et
I'égalité demandée.

3. Soitz € f~'(B1N By).Limage y = f(z) estdans By N By, i.e. dans B; etdans Bs : x
est alors dans f~'(B;) et dans f~'(B>), i.e. dans leur intersection. On a f~'(B; N Bs) C
f7H(B1) N f~'(B2). Réciproquement, soitz € f~'(B1) N f~(Bs) : il est dans chacun des
deux ensembles, ce qui implique que son image est a la fois dans B; et dans Bs, et donc
dans B; N Bs. Lélément z est donc dans £~ (B1 N Bz) : on a l'inclusion en sens inverse, et
finalement I'égalité demandée.

4. Soitz € f~'(B1 U By).Limage y = f(z) est dans By U Bs, i.e. dans By ou dans B :
x est alors dans f~'(B;) ou dans f~*(Bzy), i.e. dans leur réunion. On a f~'(B; U By) C
f7H(B1) U f71(B>). Réciproquement, soit x € f~'(B1) U f'(B2) : il est dans I'un des
deux ensembles, par exemple dans f~'(B;) : comme B; C By U Bs,ona f ' (B1) C
f7'(B1 U By). Notre = est donc dans f~'(B1 U Bs) : on a I'inclusion en sens inverse, et
finalement I’égalité demandée.

Pour n > 2, soit H,, la propriété : «il n’y a pas de bijection entre un ensemble quelconque a

n — 1 éléments et un ensemble quelconque a n éléments ».

@ Pourn = 2, une bijection de {z1,z2} sur {y:} vérifierait f(x1) = f(x2) = w1, ce qui
contredit I'injectivité de f. La propriété Hs est vraie.

€ Soitn > 3. Supposons H,,_1 vraie et montrons que #,, est vraie. Raisonnons par I'ab-
surde en supposant que H., est fausse, et donc qu'’il existe un ensemble £ = {x1,- -,
Zn—1}, un ensemble F = {y1,-- ,y,} et une bijection f de E sur F. Quitte & chan-
ger la numérotation, supposons que f(Zn,—1) = Yn. Notons X = {z1, - ,zn_2} et
Y = {y1, - ,Yn—1}. lls contiennent respectivement n — 2 et n — 1 éléments, et la res-
triction g de f a X réalise une bijection de X sur Y. Mais H,,—1 nous dit que cela est
impossible. Une telle bijection g ne peut pas exister, et E,F, f ne peuvent pas exister :
H.,, est vraie. Notre propriété est héréditaire, et donc vraie pour tout n > 2.
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ODOUR
Polynomes : divisibilité
et racines

[ MOTS-CLES : SUITE FINIE, POLYNOME, INDETERMINEE, FONCTION POLYNOME,
DEGRE, SOMME, PRODUIT, DIVISIBILITE, DIVISION EUCLIDIENNE, RACINES, ORDRE
DE MULTIPLICITE, FORMULE DE TAYLOR, DIVISION SUIVANT LES PUISSANCES
CROISSANTES, ANNEAU ]

On se place sur un corps K a priori quelconque. Les polyndmes sont décrits en quatre
fiches. La fiche 3 précisera les choses pour R et C, qui sont les cas les plus courants,
la fiche 18 parlera des polyndmes premiers entre eux, et la fiche 33 abordera le PGCD
et I'algorithme d'Euclide. Seules les fiches 2 et 3 sont nécessaires pour I'algebre
linéaire des fiches 5 a 17.

0 Définition et premiére notation

@ Lobjet que nous notons A(X) = 8X? — 7X + 9 est en réalité la suite (9, — 7,8,0,
-+ ,0---) ol seuls trois coefficients sont non nuls. B(X) = 34X° + X* — X?
est en réalité la suite (0,0,—1,0,1,34,0 - - - ). Plus généralement, voici la définition
originelle d’'un polynéme a coefficients dans le corps K :

Un polyndme sur K est une suite (ag,a,,a,,---) d'éléments de K dont seulement un
nombre fini de termes sont différents de 0.

Tous les termes sont donc nuls a partir d’un certain rang.

En appelant » > 0 I'indice du dernier terme a,, non nul, on dit que le polyndme est de degré
n, et le scalaire a,, s'appelle coefficient directeur du polyndme.

Exemple 1: Dans le premier exemple ci-dessus, le dernier terme non nul est a, = 8.
On a un polynéme de degré 2 de coefficient directeur 8. Dans le second exemple, le
dernier terme non nul est a; = 34, et on a un polynéme de degré 5 et de coefficient
directeur égal a 34.

Méthodologie

Attention, les termes sont notés ay,a.,a. - - - a partir de l'indice 0. Le troisieme terme de la
suite, par exemple, est en fait a..

@ La suite entierement composée de 0 s’appelle polynéme nul. Elle n’a pas de
degré suivant la définition précédente, mais on dit que son degré est égal a
—o0. C’est quelquefois tres pratique.

€ Un polynédme dont le coefficient directeur est égal a 1 est dit polynéme unitaire.
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9 Addition des polynémes et produit par un scalaire

[ La somme de A = (ag,a,,as, - - ) et de B = (by,by,bs, - - - ) €st le polyndme j

A+ B = (ag + bo,a1 + by,az +bay---).

€ On voit facilement que cette suite comporte encore seulement un nombre fini
de termes non nuls. Plus précisément :

@ Si A est de degré n et B de degré m avec (par exemple) n > m, le polynéme

A+ B s’écrit (ag + bo,*** @m + bmy@mir, - 40,0, -+ ) avec rien que des 0 a
partir du rang n + 1. La somme est exactement de degré n.
@ Si A et B sont de méme degré n, la somme A + B s’écrit (ag + bo, -+ ,a, +

b,,0,---) avec que des 0 a partir du rang n + 1. Mais il est possible que a,, + b,
soit aussi égal a 0 : le degré de la somme est donc inférieur ou égal a n.

Méthodologie

Le degré de la somme de deux polynomes est inférieur ou égal au plus grand des deux
degrés.

& On vérifie aisément que I'addition confére une structure de groupe additif com-
mutatif a 'ensemble K[X] des polyndmes a coefficients dans K. Lopposé de
A = (ag,a1,a9,- ) est (—ag, — a1, — a, - -+ ), que I'on note —A.

@ Le produit du polynéme (ag,a1,as, -+ ) par le scalaire A\ € K est le polynéme
(Aag,\a;,\ay, - - - ) ol chaque coefficient est multiplié par .

e Produit de polynémes

Le produit de A = (ag,a1,aq9,---) par B = (bg,by,bs,---) est le polyndme
C= (00701,C2, R ) déf'nl parcy = aobo, CcC, = a()bl + albo, Co = aobg + albl + a2b0

k
et plus généralement, pour tout k&, par ¢, = Z a;be_;.
1=0

@ Soit n le degré de A et m celui de B. On voit que ¢, 4., = a,b,, etque ¢, = 0
pour tout k > n + m.

[ Le degré du produit de deux polyndmes est égal a la somme de leurs degrés. )

Exemple 2:Soit A = (2,-3,0,1,—2,0,---) et B =(7,8,0,0,0,0,—1,0---). On obtient
AB = (14, —-2,—-24,7,— 6, — 16, — 2,3,0, — 1,2,0, - - - ), qui est de degré 4 + 6 = 10
et de coefficient directeur 2.

@ Sil'un des polynémes est le polyndme nul, le produit est encore le polynéme
nul.

21



@ On voit aussi aisément que le produit d’un polynédme quelconque A par le po-
lyndme (1,0,0, - - - ) de degré 0, est encore égal a A. Ce polyndme se note sim-
plement « 1» et est I'élément neutre pour la multiplication.

@ Les propriétés de I'addition et de la multiplication conférent a I'ensemble K[X]
une structure d’anneau commutatif unitaire intégre, d’élément unité 1.

o Notation définitive d'un polynéme

@ Notons 1 = (1,0,0,---) avec un unique coefficient égal a 1 en position 0, et
X =(0,1,0,0,---) avec un unique coefficient égal a 1 « en position 1 ».

© La définition du produit nous donne immédiatement X? = (0,0,1,0,---), X3 =
(0,0,0,1,0,- - -) et ainsi de suite. Nous pouvons écrire, pour un polynéme A de
degrén :
(a07a17a2a e 7an707 e ) = (10(].,0,0, e ) + a1(071707 e )
+a,(0,0,1,0,---)+---4+a,(0,0,--- ,0,1,0,- - ) =ag+a; X +a, X*+---+a, X"

——

» fois
© On retrouve ainsi la notation classique des polynémes, et toutes les opérations
se font comme on a I’habitude de faire, heureusement. Bien sr, I'indéterminée
notée X peut aussi étre notée = (ou avec toute autre lettre), ce qui sera fait
indifféremment ici.
@ Un polynéme est pair quand il ne contient que des puissances paires de X, et
impair quand il ne contient que des puissances impaires de X.

o7

6 Fonction polynome associée a un polynéme

@ Atout polynéme P(X) = Z a, X", on peut associer I'application p de K dans

k=0

K définie par z € K +— p(x) = Zakx’“. Dans R ou C, cette application se
k=0

comporte comme le polynédme lui-méme, et on pourrait les confondre, ce qui
se fait souvent méme si c’est un abus de langage. Avec des corps « baroques »
comme F;, = {0,1} ot 1 + 1 = 0, un polynébme non nul peut donner naissance a
une fonction polynédme identiquement nulle. Mais ce cas n’est pas envisagé, en
principe, en L1L2.

@ Pour P € K[X]eta € K, on notera sans état d’ame P(a) la valeur de la fonction
polynéme associée a P au point a.

Point Danger, Attention

Les polyndmes sont des objets formels. La relation (z — a) P(X) = (X — a)Q(X)
équivaut bien a I'égalité P(X) = Q(X). On n'a pas a se préoccuper de « ce qui Se passe
en X = a », chose qui ne veut rien dire ici.
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bilité dans K[ X]

0 Divisi

[On dit que A(X) estdivisible par B(X') quand il existe un polyndme Q (X) tel que A(X) = }

B(X) x Q(X).

Exemple 3: A(X) = X?® — 1 est divisible par B(X) = X? + X + 1 puisque A(X) =
(X — 1)B(X). Il est donc aussi divisible par X — 1. Le trindbme X? — 3X + 2 est
divisible par X — 1 et par X — 2 puisque X? —3X +2 = (X — 1)(X — 2).

@ Dans le cas général ol A(X) n’est pas le polynéme nul, son degré est supérieur
ou égal a celui du diviseur B(X). Par ailleurs, si B(X) divise A(X), alors AB(X)
divise encore A(X), pour tout scalaire A # 0.

Exemple 4 : Si I'entier m divise I'entier n, alors X™ — 1 divise X" — 1. En effet

qg—1

Xme—1 = (Xm)q —1=(X"- 1)(Z(Xm)h) d’apres l'identité remarquable

h=0

a? = b = (a—b)(aP ' +baP"2 4 -+ b7 ).

Un polyndme P € K[X] est factorisable (ou réductible) quand il existe deux polynome A et
B dans K[X], tous deux de degré supérieur ou égal a 1 tels que P = A x B. Quand cela est
impossible, on dit que P est irréductible.

€ Un polynédme est irréductible quand il est divisible uniqguement par lui-méme et
les constantes.

€ Un polynébme quelconque est soit irréductible, soit un produit de polynémes
irréductibles.

Exemple 5: Dans R[x], P = 2* — 1 est factorisable, puisque P = (z —1)(z®> +z +1).
Mais 22 + x + 1 est irréductible dans R[x]. Par contre, il est factorisable dans C[x],
puisque 72 + z + 1 = (z — e*™/3)(z — e~ 27/3).

& Léquivalent de « polynéme irréductible » dans les entiers est « nombre premier ».

Méthodologie

La divisibilité dans les polyndmes présente des propriétés identiques a celle de la divisibilité
dans les entiers. Les anneaux K[ X et Z sont trés similaires.

o Division euclidienne

® B=0b,X"™+- -+ b X + b, désigne un polynéme non nul dans tout le para-
graphe. La division euclidienne des polynémes rappelle celle des entiers.



Théoreme 1. Soit B un polynéme non nul. Tout polyndme A s'écrit de fagon unique A(X) =
B(X)Q(X) + R(X) ou R est soit le polyndme nul, soit de degré strictement inférieur au
degré de B.

@ Démonstration en ligne

Cette démonstration donne en pratique I'algorithme de calcul de @ et de R.

Point Terminologie

Q est le quotient de la division euclidienne de A par B et R en est le reste. A s'appelle le
dividende et B le diviseur.

Exemple 6 : Légalité 62 +142® — 722 — 122431 = (3x+7)(22® — 4w +5)+ 522 +x —4
est la division euclidienne de A = 62* + 142® — 722 — 122 + 31 par B = 22® —4x 45
puisque 52 + x — 4 est de degré 2, strictement plus petit que le degré 3 du diviseur
B.

© Lexemple suivant détaille complétement le processus de division, en illustrant
la démonstration donnée en ligne. La lecture de cette démonstration est impé-
rative pour bien comprendre les étapes de la division.

Exemple 7 : Division euclidienne de A(z) = 6z*+2* 45z —5 par B(x) = 22> +x —1.

6z* +z° +5x =5 |2z*+x—1
—22% 4322 +bxr =5 |32 —x+2
+42% +4x =5
+2x —3

— Pour obtenir 6z*, on doit multiplier le terme directeur 2z? de B(xz) par 3z2. On
effectue donc la soustraction A, (z) = A(x)—3z?B(x) = —22*+32*+5x—5, que
I'on reporte a droite : A, est le nouveau dividende. Dans le quotient, a droite, on
pose 3z2.

— Pour obtenir —2z3, on doit multiplier 22? par —z. On effectue la soustraction
Ay(z) = Ay (x) — (—x)B(z) = 42* + 4z — 5, que I'on reporte a droite : A, est le
nouveau dividende. Dans le quotient a droite, on ajoute —z.

— Pour obtenir 422, on doit multiplier 22% par 2. On effectue la soustraction As(x) =
As(z) —2B(z) = 22 — 3, que 'on reporte a droite : A3 est le nouveau dividende.
Dans le quotient a droite, on ajoute +2.

— Comme le degré du dividende Aj est strictement inférieur a celui du diviseur
B, on s’arréte ici. Ce dernier dividende est le reste de la division euclidienne. Le
quotient se lit a droite, en dessous du diviseur : le quotient est Q(z) = 3z? —x+2
et le reste est R(z) = 2z — 3.

Méthodologie

A chaque étape, pour enlever le terme de plus haut degré a,X? du dividende, on soustrait
Z—"X”*’”B(X) a ce dividende, et on stocke Z—”X“m dans le quotient, en bas a droite.

m
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Exemple 8:Ona X® —1= (X —1)(X*+ X +1). Comme X? — 1 est divisible par
B = X?+ X + 1, le reste de la division euclidienne est nul.

€ La division euclidienne par X — a est un cas particulier fondamental :

Théoreme 2. Le reste de la division euclidienne de P(X') par X —a, ol a est un scalaire,
est le polyndme constant P(a).

En effet, comme le diviseur est du premier degré, le reste est de degré 0 (ou
est le polynéme nul), a savoir une constante C. En faisant X = a dans I'égalité
P(X)=Q(X)(X —a)+C,ilvient P(a) = C.

e Racine d'un polynéme

[ Un scalaire @ € K vérifiant P(a) = 0 s'appelle racine du polyndme P. )

Exemple 9: Soit P(X) = X? —3X + 2 sur K. Les scalaires 1 et 2 sont racines de P.
Soit P(X) = X*+3X?+7surR:il n"admet aucune racine. Soit P(X) = X?+1 sur
K = C:il admet deux racines +i. Soit P(X) = X* — 1 :sur R, il admet une unique
racine égale a 1, mais il en admet 3 sur C.

Exemple 10 : Soit P(X) = X(X —1)/2 — X(X —2) + (X — 1)(X — 2)/2, qui est de
degré inférieur ou égal 8 2. On a P(0) = P(1) = P(2) = 1. Le trinéme P(X) — 1
admet donc au moins trois racines, ce qui implique que c’est le polynéme nul. P est
donc le polyndme constant égal a 1.

@ La notion de racine est liée a la divisibilité :

[ Théoreme 3. Le scalaire a est racine de P(X) si et seulement si P(X) est divisible par }
X —a.

C’est une conséquence de la division euclidienne de P(X) par X — a, puisque
le reste de cette division est la constante P(a).

@ On en déduit un résultat important :

Théoreme 4. Si ay,--- ,a, sont des racines distinctes de P, alors P est divisible par
(X — Cl,l)(X — CLQ) cee (X — ak).

En effet, on peut écrire P(X) = (X —a,)P1(X). Comme ay # a;,0na0 = (as —
a,)Py(ay), et donc P, (ay) = 0, ce qui permet d’écrire P, (X) = (X — a,)P2(X)
et P(X) = (X — a1)(X — ap) P,(X), et ainsi de suite.

@ On en déduit une astuce utile :

Méthodologie

Pour montrer qu'un polynoéme de degré inférieur ou égal a n est nul, montrer qu'il admet au
moins n + 1 racines distinctes.

Polynémes : divisibilité et racines | 25



@ Terminons par un résultat qui sera repris dans la fiche 3 : tout polynédme a coef-
ficients réels et de degré impair admet au moins une racine réelle.

o Polynéme dérivé, formule de Taylor

@ Le polynéme dérivé de P(X) = ZakX’c est P'(X) = Z ka, X", formule
k=0 k=1
«habituelle » de I'analyse. Le degré diminue d’une unité. Les polyndbmes dérivés
successifs P, P® ... sont définis de facon analogue.
@ La formule de Taylor vient de I'analyse mais aussi de la notion de base dans un
espace vectoriel, qui sera vue plus loin.

Théoreme 5. Soit a un scalaire quelconque. Tout polyndme P de degré n s'écrit

P(X) = P(a) + #p'(a) + MP”(&) N Mp(w(a)

2

@ Démonstration en ligne

@ Racines multiples

® a=1lestracinede P(X) = (X —1)(X +2)(X?4+5X +7) etde Q(X) = (X —
1)2(X?+1), car tous deux sont divisibles par X — 1. Mais le second polynéme est
divisible par (X —1)2, et on dira que a = 1 estracine double. Plus généralement :

Le scalaire  est racine d'ordre de multiplicité m de P(X) lorsque P est divisible par
(X — a)™ mais n'est pas divisible par (X — a)™"!.

©® Pour m = 1, on parle de racine simple; pour m = 2 de racine double; pour
m = 3 de racine triple.

Exemple 11: Dans R[X], P(X) = (X +2)3(2X +5)(X? + 1)? admet a = —2 comme

racine triple et a = —5/2 comme racine simple. Dans C[X], il admet aussi 4+-i comme

racines doubles.

© Laformule de Taylor donne une condition nécessaire et suffisante trés pratique :

Théoreme 6. Le scalaire a est racine d'ordre m de P(X) si et seulement si
P(a) = P'(a)=---P"™ Y(a) =0, mais P™(a)#0

Exemple 12 : Soit P(X) = 2% — 132° 4 332* — 552° 4 9822 — 132z + 72. On vérifie
que P(2) = P'(2) = P"(2) = 0 et P®(2) # 0. Le scalaire 2 est racine triple de P.
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Méthodologie

— Cette condition est pratique quand on connait a, car elle évite de faire des divisions a
|'aveuglette.

— Lacondition P(a) = P'(a) = --- P™~Y(a) = 0 implique que a est racine au

moins d'ordre 12, on ne peut pas en dire plus.

& Lappellation « racine multiple » signifie que a est au moins racine double, mais
que I'on n’en sait a priori pas plus.

Méthodologie
a est racine multiple de P si et seulement si P(a) = P’(a) = 0.

@ Voici une définition qui sera utile en algébre linéaire :

Un polynéme P € K[X] de degré n est dit scindé lorsqu'il admet exactement » racines
distinctes ou non dans K.

@ Cette définition sous-entend que les racines sont dans K. Par exemple,
(X2 —1)*(X2+1)= (X —1)*(X +1)%(X —i)(X +1) est scindé si on le consi-
dere comme élément de C[X] mais n’est pas scindé si on le considére comme
élément de R[X].

m Nombre maximal de racines d'un polynéme

Théoreme 7. Un polyndme de degré n sur K admet au maximum n racines, distinctes ou
non dans K.

@ Démonstration en ligne

€ Une racine double doit étre comptée deux fois, une racine triple trois fois et ainsi
de suite.

Exemple 13 : P(z) = (2% + 1)(2 — 3), de degré 4, admet 4 racines +i, + /3 si

on le considére comme élément de C[x], en admet seulement 2 si on le considére

comme élément de R[x], et aucune comme élément de Q[x].

@ Division suivant les puissances croissantes

€ Cette division n’est pas difficile, mais elle est fondamentalement différente de la
division euclidienne, et donc présentée loin d’elle. Elle sert surtout en analyse.

Théoreme 8. Soient A = ay + ayz + - + a,a? et B = by + byx + - -+ + b,a?
deux polyndmes avec b, # 0 et n un entier donné. Alors il existe un unique polyndome @ et
un unique polyndme R tels que A(z) = Q(z)B(z) + 2" R(z) et degré(Q) < n.
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Exemple 14:A=2—o+52>+423, B=1—x+32% etn =4.

2—x+52>+42° | 1 — x 4 3a?
r—a?+42° | 24+ + 2% + 2t
3

x
xt — 32°
—2x%—32¢

— Pour enlever le 2 de A, on multiplie B par 2, et on soustraita A: A, = A—2B =
x — 22 + 42 ne posséde plus de constante. On pose 2 en début du quotient, et
A, est le nouveau dividende.

— Pourenleverle xz de A, on multiplie B par x etonsoustraita A, : A, = A,—xB =
23 ne posséde plus de terme en x. On ajoute = dans le quotient, et A, est le
nouveau dividende.

— Pour enlever z3 de A,, on multiplie B par 3, et on soustrait a A, : A; = A, —
3B = x* — 32° ne contient plus de 3. On ajoute x* au quotient, et A; est le
nouveau dividende.

— Pour enlever z* de A5, on multiplie B par x*, et on soustraita A; : A, = A; —
3B = —2x° — 32° ne contient plus de z*. On ajoute x* au quotient, et A, est le
nouveau dividende.

— On s’arréte 13, puisque le quotient Q(x) = 2 4+ = + =® 4 x* a atteint le degré
maximal 4 autorisé; on voit bien que z**! est en facteur dans A,, qui va étre le
reste 4! R(z) de la division. On a finalement A = 2+ + 2%+ 2*) B+ 2°(—2—
3x).

Exemple 15: Lidentité 1 = (1 —z)(14+x+2*+---+2") + 2"+ x 1 traduit la division
suivant les puissances croissantes a I'ordre n du polynéme constant 1 par 1 — z, le
quotient étant Q(z) =1 +x +--- 4+ 2" etavec R(z) = 1.

Méthodologie

— Contrairement a la division euclidienne, la division suivant les puissances croissantes
est susceptible de faire apparaitre, dans le reste, des puissances plus grandes que le
degré du dividende et/ou du diviseur.

— |l faut impérativement écrire tous les polyndmes dans I'ordre des puissances
croissantes, I'opposé de |'ordre classique.

@ Lexemple «algorithmique » 14 est une « preuve constructive » de I'existence de
cette division, aucune démonstration théorique (qui serait trés semblable a celle
de la division euclidienne) n’est donnée dans I'ouvrage. Lunicité est plus inté-
ressante : prenons A = BQ, + X" R, = BQ, + X" R,, ou les degrés de
Q1,Q sont inférieurs ou égaux a n. Il vient B(Q, — Q,) = X" (R, — R,). Si
R, # R,, a savoir si Q; # ()., le degré de la plus faible puissance de X a droite
est au moins n + 1. A gauche, sachant que b, # 0, la plus faible puissance de
X vient de by(Q2 — @), et est donc au maximum de degré n, puisque @, — Q,
est au maximum de degré n par hypothese sur le degré du quotient. Ceci est
impossible, ona R, = R, et donc Q; = @, et unicité de la division.
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Exercices supplémentaires 4,5,6 ;-lig;; 'E g
2 EB

www.lienmini.fr/exalgebre2 [

On cherche tous les polyndmes non nuls de K[X] vérifiant la relation

(X +4)P(X)=XP(X +1).
1. Trouver quatre racines entieéres négatives de P, et en déduire la forme de P.
2. Montrer qu’un polynéme @ tel que Q(X + 1) = Q(X) est constant : on pourra
regarder le polynéme Z(X) = Q(X) — Q(0).
3. En déduire P.

Soient A =2X° — X4 +6X% —3X?2+4X —2etB=X* - X3 +3X%2-2X +2.
1. Calculer le reste R de la division euclidienne de A par B, puis le reste R, de la
division euclidienne de B par R, puis le reste de la division euclidienne de R par
Rl'

2. Montrer, sans aucune nouvelle division, que R, divise B et A.

3. Effectuer les divisions de A et B par P = R, /3. Trouver, a I'ceil et sans calcul,
une factorisation de A dans R[X].

1. Montrer qu’il n’existe aucun polynéme non constant divisant a la fois (z — 1)? et
3 + 1.
2. SoitUy =322 +2 —1etV, =5 — 3z :calculer
(x — 1)Uy + (2° + 1)V,
3. En déduire un polynéme P vérifiant les deux conditions
(@) © = 1 est racine multiple de P
(b) le reste de la division euclidienne de P par z° + 1 est égal a 4.
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1. En prenant z = —4, on trouve P(—3) = 0. Avec z = —3, on trouve P(—2) = 0. Avec

x = —2,0ona P(—1) = 0. Avec z = —1, on trouve P(0) = 0. Mais en faisant = 0, on

ne peut plus rien déduire. Le polynéme P est de la forme P(X) = X (X + 1)(X + 2)(X +

3)H(X), ot H € K[X].

2. Une récurrence immédiate donne Q(1) = Q(0), puis Q(2) = Q(1) = 0etQ(n) = Q(0)

pour tout n € N. Le polynome Z admet donc une infinité de racines : c’est le polynéme nul.

On a donc Q(X) = Q(0) polynébme constant.

3. Enreportant dans la relation de départ, on obtient
XX+1D)(X+2)(X+3)(X+4H(X)=XHX +1)(X +2)(X +3)(X +4)

a savoir H(X + 1) = H(X). Cela signifie que H est un polynéme constant. On a donc

P(X) = AX(X + 1)(X + 2)(X + 3). Il est facile de vérifier que tous ces polynémes

conviennent.

1. Les calculs donnent

® A=02X+1)B+X®-2X?+2X —4,s0it R=X°>—-2X?>+2X — 4.

® B=(X+1)R+3X*+6,s0it Ry =3X*+6.

La division suivante montre que R est divisible par R;.

2. Comme R, divise R, la relation B = (X + 1)R + R; montre que R; divise B. Comme
A= (2X +1)B + R, etque R, divise R et B, il divise aussi A.

3. Lesdivisionsdonnent A = (X +2)(2X° -~ X*+2X —1)et B = (X°+2)(X*— X +1).
On peut clairement mettre 2X — 1 en facteur dans A: A = (X2 +2)(2X — 1)(X? + 1).
Tous les trindmes intervenant dans les écritures de A et B ont un discriminant négatif, et on
ne peut pas factoriser plus dans les réels.

Exercice

1. Les seuls candidats possibles comme diviseur commun a (z — 1)? et 2 + 1 sontz — 1
et (z — 1)°. Effectuons la division euclidienne de 2 + 1 parx — 1 :il vient 2° + 1 = (2 +
x4+ 1)(z — 1) + 2. Comme le reste n'est pas nul, z — 1 ne divise pas x® + 1, et a fortiori
(z— 1)2 non plus. Il n’y a aucun polynéme de degré supérieur ou égal a 1 divisant nos deux
polynémes.

2. On développe et on regroupe, on obtient 4.

3. Dire que x = 1 estracine multiple de P signifie que P est divisible (au moins) par (z— 1)2.
On peut donc écrire simultanément

P=(x-1>xH=4+x*+1)xK
ce qui implique la relation (z — 1)® x H — (2® 4+ 1) x K = 4. On peut prendre H = U et
K= -V5.0na P = (z —1)?(3z%> + x — 1). On a une racine double x = 1, mais pas une
racine triple, puisque 3z + 2 — 1 ne s'annule pas en = = 1.
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Polynémes sur R ou C

[ MOTS;CLES : D'ALEMBERT, FACTORISATION,IIRREDUCTIBILITE, RACINES DE
L'UNITE, F]{ACINE REELLE, RACINES CONJUGUEES, SOMME ET PRODUIT DES
RACINES

Cette seconde fiche consacrée aux polyndmes donne les résultats spécifiques aux
polyndmes a coefficients réels ou complexes.

o Théoréme de d'Alembert

© Voici un gros théoréme vital :

Théoreme 1. Un polyndme de degré » a coefficients réels ou complexes admet exactement
n racines distinctes ou non dans C.

La preuve est donnée en ligne, mais elle doit étre sautée en premiere lecture.
Elle utilise la racine néme d’un complexe et les théoremes d’analyse de niveau
L2.

@ Démonstration en ligne

& Ce théoréme se précise de la fagon suivante pour les polynémes a coefficients
réels :

— Un polyndme a coefficients réels admet au maximum » racines réelles, distinctes ou non.

— Lesracines complexes d'un polyndme a coefficients réels sont deux a deux conjuguées :
si a + ib est racine de P, alors @ — b I'est aussi.

Exemple 1: Les racines dans Cde P(X) = X® —1sontz, = 1,2, = —1/2 + i\/§/2

etz; =7 = —1/2 —i/3/2.

@ Le théoréme de d’Alembert s’énonce aussi de la facon suivante, en utilisant le
terme « scindé » défini dans la fiche précédente :

du premier degré.

9 Polynome réel de degré impair

@ A priori, un polynéme a coefficients réels peut trés bien n’admettre aucune ra-
cine dans R, comme par exemple z? + 1. Mais il y a un cas particulier trés impor-
tant :

[Tout polyndme P € C[X] est scindé dans C, et s'écrit donc comme produit de polynﬁmesj

[ Tout polyndme a coefficients réels et de degré impair admet au moins une racine réelle. ]

Polynémes sur R ou C |
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C’est une simple application du théoreme des valeurs intermédiaires, puisque
la fonction polynébme associée est continue et varie de —oc a 4-o0.

Exemple 2: P(z) = 27 — 452* 4+ 52® — 2? + 3 admet au moins une racine réelle.

e Racines de l'unité dans C

@ Pourn > 1, les racines n-&me de I'unité sont les racines du polynéme X™ — 1.
ll'y en a exactement n dans C, les z, = ¢’/ pour 0 < k < n — 1. Elles sont
deux a deux conjuguées. Pour n impair, la seule racine réelle est z, = 1; pour
n=2mpairilyaz,=1etz, = —1.

® Pourn=3,0naz =1,=—1/2+i/3/2=e?"3 et} =—-1/2—iV/3/2=
6—27,1r/3

© Dans le plan, les points d’affixes z, sont les sommets d’un polygone régulier
a n cbtés inscrit dans le cercle trigonométrique, dont le réel 1 est un sommet.
Son centre est I'origine O, ce qui implique que la somme des racines n-éme de
'unité est nulle.

© Sim est un diviseur de n, toute racine m-&me de I'unité est aussi racine n-éme
de l'unité. Cela correspond au fait que X™ — 1 est divisible par X™ — 1.

o Polynémes irréductibles sur R ou C, factorisation

C Dans C[X], les seuls polynomes irréductibles sont les ax + . )

C’est une simple conséquence du théoreme de d’Alembert.

4 Dans les entiers, un nombre non premier est un produit de nombres premiers.
On ala méme chose avec les polyndmes : soit un polynédme est irréductible, soit
il s’écrit comme produit de polynémes irréductibles.

@ Dans C[X], la factorisation est une autre formulation de d’Alembert :

Un polyndme a coefficients réels ou complexes s'écrit dans C[X] comme produit de polyndmes
du premier degré a coefficients réels ou complexes.

On a P(X) /\H — a,;)% ou les ay,--- ,a; sont les racines complexes

ou réelles dlstlnctes de P, et ou «; est 'ordre de multiplicité de a;, et X\ une
k

constante. On a évidemment Z «; = n,le degré de P.
=1

© Dans R[X], la factorisation est :

Un polynéme a coefficients réels s'écrit dans R[X] comme produit de polyndmes du premier
degré et de polyndmes du second degré a discriminant négatif, tous les coefficients étant des
réels.
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Dans la factorisation complexe ci-dessus, on regroupe les racines complexes
conjuguées : le produit (X —a)(X —a) = X*+pX +q estun trindbme a coefficients
réels et discriminant négatif. On a finalement

k m
PX) =A@ —a) <[] +piz+4)
i=1 j=1
ou les trinbmes sont a discriminant négatif. La somme «a; + -+ + a3 + 26, +
-+ + 23, est égale au degré de P(z). Il se peut que cette décomposition ne
contienne aucun trinbme ou bien aucun polynéme du premier degré.
Exemple 3 : Dans R[X], la décomposition de
P(z) = 22" + 62 — 202° — 2 4 302° — 682" + 722° — 302% + 272 — 18
en produit de polynémes irréductibles est (z — 1)*(z + 2)(22% + = + 1)(2? + 3)°.
Dans les complexes, on a

P(z) = (z - 1)*(x +2)(z + 1/4 + VT /4)(x + 1/4 — iVT/4)(x — iV3)*(z + iV3)2.

Exemple 4 : Dans R[X], les seules possibilités pour un polynédme de degré 5 sont:: (i)
cing racines réelles, (ii) trois racines réelles et deux racines complexes conjuguées,
(iii) une racine réelle et quatre racines complexes 2 a 2 conjuguées.

Méthodologie

Cette écriture est unique a une constante multiplicative pres. Par exemple, on peut utiliser
2X —1ou2(X —1/2).

¥ Une autre formulation de cette factorisation dans les réels est :

Théoreme 2. Dans R[X], les seuls polyndmes irréductibles sont les ax+b et les polyndmes
du second degré a discriminant négatif.

e Somme et produit des racines d'un polynéme

@ Soit P un polynéme a coefficients réels ou complexes. Méme sans connaitre les
racines de P, on en connait la somme et le produit :

La somme des n racines réelles et/ou complexes de
PX)=a,X"+a, X" "+ +ap

est égale a _2nt eyr produit est égal a (—1)”@
n an
En effet, en appelant x,, - - - ,z,, les racines (distinctes ou non) de P, I'égalité des

écritures a, X" +a, 1 X" '+---4ageta,(X—x,) - (X—x,) donne le résultat.

Exemple 5 : On retrouve la somme —b/a et le produit ¢/a des racines de aX? +
bX +c.
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Exemple 6 : Les racines n—eme de 'unité sont les racines de X™ — 1. Leur somme
est nulle, et leur produit est égal a (—1)"~".

Méthodologie

— Pour un polynéme a coefficients réels, bien comprendre qu'il s'agit de la somme et du
produit de toutes les racines réelles et complexes.

— Dans la somme et le produit, une racine multiple intervient autant de fois que sa
multiplicité.

Exemple 7.a : Les racines de

827 — 122% + 627 — 2% — 242° + 362" — 342® + 272% — 122 + 2
sont +1/2 (simples), +i (doubles) et 1/2 (triple).
Exemple 7.b : La somme des racines est “V24V24+2%xi—2xi+3x 1/2=3/2,
ce qui est bien —(—12/8). Le produit est (—ﬁ)(ﬁ)(iQ)((—i)2)<l/2>3 = —1/4,ce
qui est bien (—1)°2/8.
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Soit P(X) =14 (X2 — X 4+ 1)2, que I'on considérera comme élément de C[X] ou
de R[X] suivant le moment.

1. En utilisant I'identité remarquable a? + > = --- dans les complexes, écrire P
comme produit de deux trinbmes a coefficients complexes.

On rappelle que les racines du trinébme az? + bz + ¢ a coefficients complexes sont

données par les formules classiques z =
w? = b* — 4ac.

2. Montrer que w = a + ib vérifie w? = —3 — 4i si et seulement si les réels a,b
vérifient

ol w est un complexe vérifiant

a® —b>=—-3.ab=—-2,a>+b>=5

et donner une valeur de w. En déduire une valeur de w’ vérifiant w'? = —3 + 4.
3. En déduire les racines complexes de P, puis la factorisation de P dans R[X].

Soit n > 2. Trouver les racines dans C de
PX)=(X+1)"—(X-1)"

Polynémes sur R ou C |
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1. Onaa®+b*> =a® — (ib)*> = (a — ib)(a + ib). On en déduit
P=(X’-X+1-49)(X>-X+1+1)

2. Le développement de (a+ib)® donne les deux premiéres relations. On a ensuite |w?| =

|w|* = | —3—4i|,soita®+b* = 5. Larésolution donne a® = 1 etb® = 4,soita = +£1,b = +2.
La condition ab = —2 donne par exemple a = 1,b = —2 et w = 1 — 24. Ensuite, on change
i en —i pour avoir w’ = 1 + 2i.

3. Le discriminant de X% — X + 1 + i vaut —3 — 44. Les racines de I'équation du second
degré X? — X + 1 + 4 = 0 sont donc, avec les formules classiques et w = 1 — 2i, z; =
1+ (1-2i)]/2=1—4,z2 =[1—(1—2i)]/2 = —i. Cellesde X*> — X + 1 — i sont donc
1 + 7 et 4. Dans C[X], on a donc

PX)=(X—-9)(X+)(X —-14+4)(X —-1—14)
En effectuant les produits conjugués on obtient dans R[X] :
P=(X’+1)((X-1+1)=(X*+1)(X*>-2X +2)

Comme x = 1 n’est pas racine du polynéme, on divise par (z — 1)", et on se raméne a

1\» 1 ;
I'équation (L—i_l) = 1, a savoir L—'—l = ¢2*™/" Lavaleur k = 0 estimpossible, puisque
x

(x+1)/(z — 1) ne peut pas étre égala 1 :ilreste lesn — 1 valeurs pour 1 <k <n—1,ce
i2kw/n
e +1
ei2km/n _ 1°
en facteur en haut et en bas, et en simplifiant, puis en utilisant les formules
.coskm/n
1
sinkm/n
réelle. Pour n impair, il N’y a pas de racine réelle.

qui est cohérent avec le fait que P est de degré n — 1 seulement. Il vient zx =
En mettant e*™/™

d’Euler, il vient zp, = — ,pour 1 < k < n — 1. Pour n pair, 0 est 'unique racine
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ODOUR
Fractions rationnelles

sur R ou C

[ MOTS-CLES : PARTIE ENTIERE, POLES, ELEMENTS SIMPLES, DECOMPOSITION,
ASTUCES, REEL, COMPLEXE, CORPS ]

La notion de fraction rationnelle peut se définir sur un corps quelconque. L'objectif
majeur étant ici la décomposition en éléments simples et ses techniques élémen-
taires, on se placera systématiquement sur K = R ou C, ot le théoreme de d'Alem-
bert s'applique. L'aspect théorique et les techniques décrites ici sont valables uni-
quement sur R ou C.

o Définition et premiéres propriétés

P(

Une fraction rationnelle sur K est un objet formel que I'on écrit sous la forme Q—x; ou P et

X
@ sont des polyndmes a coefficients dans &, le dénominateur Q étant différent du polyndme
nul. Leur ensemble se note K(X).

@ Les polyndmes sont des fractions rationnelles particuliéres, ol Q est un poly-
néme constant non nul, que I'on prend égal a 1.

@ Deux fractions rationnelles A/B et C'/D sont égales lorsque A x D = B x C.
On peut donc toujours simplifier le numérateur et le numérateur par un diviseur
commun.

2 —1 z+1

E le1: = .
xempie 2 —3x+ 2 r—2

Méthodologie

Une fraction rationnelle est un objet formel. On ne s'occupe pas, dans la définition, de savoir
si le dénominateur possede ou non des racines dans K.

€ La somme et le produit de deux fractions rationnelles sont définis par les for-
mules

A(x) n C(z) A(z)D(x)+ C(x)B(x) of Alx) C(z) A(z)C(z)
B(xz) D(x) B(x)D(x) B(z) D

¥ On note encore 0 la fraction rationnelle de numérateur nul, et 1 celle dont le
numérateur et le dénominateur sont le polyndme constant égal a 1. Lopposée
(pour I'addition) de la fraction A/B est —A/B et I'inverse (pour le produit) de la
fraction non nulle A/B est B/A. On a donc, et sans démonstration :

CThéoréme 1. L'addition et le produit conferent a K(X) une structure de corps. )
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Méthodologie

Les calculs dans K(X) se font comme les calculs dans Q, avec les mémes reégles opératoires
liant numérateurs et dénominateurs.

Exemple 2 :
3r—7 ?+r—-5 @Br-T7)(2*-1)+ @ +2-5)(2"+2+1)
m2—|—:17+1+ r2—1 (22 =) (2z2+2+1)
2’ ot 5% — 11a? — Te 42
(2 + x4+ 1)(a2-1)
Exemple 3 :
3r—17 xx3+x—5_(3x—7)><(x3+x—5)
x24+ax+1 x2—1 (z2=1)(x2 4+ 2 +1)
_ 3a" — T2 4 327 — 222 + 35
(242 +1)(22-1)
Méthodologie

Souvent, on développe au numérateur, mais on laisse le dénominateur sous forme factorisée.

@ Les racines du dénominateur s’appellent « pbles » de la fraction. Une fraction a
coefficients réels peut donc admettre des pbles complexes.

Exemple 4 : Les fractions des exemples 2 et 3 admettent +£1 comme pdles réels et
—1/2 4+ i1/3/2 comme péles complexes.

9 Partie entiére d'une fraction rationnelle

@ Quand le degré du numérateur A(x) de la fraction rationnelle A(x)/B(z) est
supérieur ou égal au degré du dénominateur B(x), on a souvent intérét a effec-
tuer la division euclidienne A = BQ + R, ou le degré de R est strictement plus
petit que celui de B. On peut alors écrire

Az B(x)Q(z) + R(x R(z
(v) _ B@QE) +R() _ o\ Rl)
B(x) B(z) B(x)
et introduire la fraction rationnelle « plus simple » R(x)/B(x) ou le degré du nu-
mérateur est inférieur a celui du dénominateur. Le polynéme () s’appelle partie
entiére de la fraction initiale.

4 5_ 4 2
Exemple 5: F(z) = L S . Une division euclidienne donne
(z—=1)(x—2)(z2+1)
4° —2* +2° =8 = (4o + 11) x (z — 1)(z — 2)(z* + 1) + 212°® — 202> + 252 — 30
2123 — 202 + 252 — 30

(x—1)(z—2)(x2+1)

Onadonc F(z) =4z 4+ 11+
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Point irréductible de la fiche

La suite de la fiche sous-entend que toutes les simplifications ont été faites entre le numé-
rateur et le dénominateur : on a une écriture irréductible de la fraction.

Décomposition en éléments simples dans les réels :
premier apercu

@ Regardons quelques exemples :
35 —23z+1

a:—l_x+1+$2+x+1'
Cette écriture est plus sympathique, car elle fait apparaitre une somme de fractions
relativement « simples ».
—13 — 52 — 2% — 32% + 3zt + 225 + 2°

(x —1)2(x —2)(22 + 1)?
= 1 ! + > + 2r 1 +3x —1 écriture qui est aussi plus agréable
S (r-1)2 x—-1 -2 (22412 2241 g P 9 '

© On voit apparaitre des « petites fractions » qui sont de deux formes :

Exemple 6 : La fraction de 'exemple 3 est égale a 3 +

Exemple 7:0On a

A N
— La forme ——, ou A et a sont des constantes, et & > 1 un entier. Le

nombre a est un podle réel de la fraction initiale. Une telle petite fraction s’ap-
pelle élément simple de premiéere espece.

uxr v N £ N
— La forme ﬁ ol u,v,p,q sont des constantes réelles, et ou 22 +
7+ pr+q

px + q est a discriminant négatif, et intervient dans la factorisation du déno-
minateur de la fraction initiale donnée. Une telle petite fraction est appelée
élément simple de deuxiéme espéce.

Exemple 8 : N(z) = —11 — 12z + 62 — 7T2® + 182° —182° + 162" + 32° — 11a® et

D(z)=(x—1)*(x —2)(z*+1)%.0Ona

N(x) 80?4+ - 4 7 N 5 n 2x —1 +3x—1

= o9 €T — — .

D(x) (r—1)2 2—-1 -2 (22412 a2+1

& Dans les exemples 6 et 8, on voit aussi apparaitre un polynéme en téte de I'ex-
pression de droite : il correspond au fait que le degré du numérateur est supé-
rieur ou égal au degré du dénominateur, et c’est la partie entiére de la fraction
rationnelle. Il n’existe pas lorsque le degré du dénominateur est strictement plus
grand que celui du numérateur.

O

@ Soit F € R(X) dont on connait la factorisation du dénominateur dans les réels
sous la forme

Décomposition en éléments simples dans les réels :
forme théorique

k m

D(z) = [[(@ = a)* x [[(@* +pjz + ;)"

i=1 j=1
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ou les trinbmes sont a discriminant négatif. La somme «; + -+ + a; + 26, +
-+ 4 20,, est égale au degré de D(z). Il se peut que cette décomposition ne
contienne aucun trindbme ou bien aucun polynéme du premier degré.

@ Dans le cas ol le degré du numérateur est supérieur ou égal a celui du déno-
minateur, on voit apparaitre une partie entiére qui est le quotient de la division
euclidienne du numérateur par le dénominateur.

Méthodologie

Toujours commencer par calculer la partie entiére de la fraction, et effectuer la
décomposition en éléments simples sur ce qui reste de la fraction, avec maintenant le degré
du numérateur strictement inférieur a celui du dénominateur.

@ Chaque (z — a;)* donne naissance a une somme

4 -+ A — -+ Aa
(x—a;)*  (z—a;)* ! T — a;
ol les A; sont des constantes réelles, avec obligatoirement A; # 0. Parmi les
suivants, certains peuvent étre nuls. On a donc ici uniquement des éléments
simples de premiére espece.
# Chaque (z° + p;z + ¢;)” donne naissance a une somme

i

w4+ vy UsT + Uy n Upg; T+ vg;
(@2 +pa+q) (@ +pr+q)5 22+ ;T + g5
Les numérateurs sont des polynéme de degré < 1, et u;x + v, n’est pas le
polynéme nul. Dans les suivants, il peut y avoir des polyndmes nuls. Tous les

uy,,v;, Sont des constantes réelles. On a ici uniquement des éléments simples de
deuxieéme espece.

Théoreme 2. Une fraction ' € R(X) est égale a la somme de sa partie entiére et de
tous les éléments de premiere espece et de seconde espece ainsi fabriqués.

@ Démonstration en ligne

© Sion fait le compte de tous les réels inconnus qu’il faut calculer dans cette dé-
composition en éléments simples, on arrive a :

Méthodologie
Le nombre de coefficients de type A, ,u;,v;, a calculer est égal au degré du dénominateur.

Exemple 9: D(z) = (z—1)*(z+2)(2*+1)*(2*+2x+1) de degré 10, et un numérateur
N premier avec D, de degré < 9.1l n’y a pas de partie entiére et la décomposition
en éléments simples réels de F(z) = N(x)/D(z) sera

Ay A, As B cr+d ex+ f gr+h

($—1)3+(x—1)2+m—1+x+2+x2+x+1 (x241)2 2241

avec 10 coefficients a calculer.

F(z) =

Exemple 10 : Avec le méme dénominateur mais un numérateur de degré 14, il fau-
dra calculer et ajouter la partie entiere, qui sera un polynéme de degré 4, comme
quotient de degré 14 par degré 10. Cette division est classique a faire.
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Exemple 11:0On a 32% — 2 46 _ar+b cx+d
P : ($2+1)($2+x+2)_m2+1 P rrtr2
4«T2+IE—3 a b c d
E le12:0ng —————— = — — 4 = .
xemple na$2(x_1)(x+3) x2+x+x—1+m+3

Méthodologie

Ce paragraphe avait pour but de donner I'aspect théorique de la décomposition d'une
fraction en éléments simples sur les réels. Il reste maintenant a voir comment on fait en
pratique, dans les cas pas trop compliqués.

e Décomposition en éléments simples par logiciel

Le logiciel de calcul formel est la solution idéale. Par exemple, avec Xcas qui est
gratuit, la commande convert ((3*x+7) /(x"2*(x-1)), parfrac) nous dit que

3r+7 7 10 10
2?x—1) 2> z  z-1
La commande convert ((3*x"5+6) / (x"2* (x-1)*(x"2+x+1)), parfrac) nous dit
que 3z° +6 :3_£+ 3 3z ‘
x?(x —1)(x2+x+1) 22 x—1 x2?4xz+1

Décomposition en éléments simples dans les réels :
quelques astuces

ATTENTION

Dans ce paragraphe, il est obligatoire que le numérateur de la fraction ait un degré stricte-
ment inférieur a celui du dénominateur. Dans le cas général, cela veut dire que I'on a déja
calculé I'éventuelle partie entiere par division euclidienne : on décompose alors la fraction
qui reste.

& Premiére astuce pour calculer certains coefficients dans les éléments de pre-
miere espéce. Reprenons I'exemple 12, nous allons pouvoir calculer a la main
les inconnues a,c,d sans trop se fatiguer.

1. Calcul de a :reprenons I'écriture théorique de cet exemple, et multiplions a
droite et a gauche par z2. Il vient
422 + 2 -3 cx dx
(x — 1)(x +3) :a+bw+ﬁ+ r+3
Comme il n’y a plus de z au dénominateur, nous avons le droit de faire z = 0
a gauche et a droite : il reste (—=3)/(—3) = a, soita = 1.
2. Calcul de ¢ : dans I'écriture théorique de I'exemple, multiplions a gauche et
a droite par z — 1. ll vient
422 4+ -3
x2(x + 3)

=c+(x—1)(%+g+xi3)
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On a maintenant le droit de faire z = 1 a gauche et a droite, et il vient2/4 = ¢,
soit ¢ = 1/2. On notera bien que ce calcul n’utilise pas la valeur connue de
a.

3. Calcul de d : dans I'écriture théorique de I'exemple, multiplions a gauche et
a droite par z + 3. ll vient

4?4+ —3 a b c
R ICAS e S
x?(x —1) +(@+3) m2+x+x—1
On a le droit de faire « = —3 partout, et il vient d = —30/36, soit d = —5/6.
47 -3 1 b 1/2 5/6
On est donc aisément arrivé a m == + o + xil — ar—/k3' Il

reste un unique coefficient a calculer, et on ne peut pas appliquer notre astuce
en multipliant par x partout, car il resterait du = en bas, et on ne pourrait pas
faire x = 0. Récapitulons cette premiere astuce, en remarquant que multiplier
par (z — a)™ revient a « masquer » (z — a)™ au dénominateur de la fraction de
gauche :

Astuce Numéro 1

A . . .
Pour calculer la constante A dans ﬁ ol m est la plus forte puissance intervenant
Tr—a)™
avec le pdle a, on masque (z — a)™ au dénominateur de la fraction de départ, et on fait
x = a dans ce qui reste.

& Deuxiéme astuce pour calculer certains coefficients. Reprenons I'exemple 12,
nous allons pouvoir calculer a la main la valeur de b sans trop se fatiguer. Mais
attention, cela nécessite de connaitre les valeurs de c et d (celle de a n’intervient
pas.) C’est une astuce qui fait intervenir la notion de limite en 400, et qui assimile
donc notre fraction rationnelle a la fonction réelle de la variable réelle associée.
4. Calcul de b : dans I'écriture

o’ +x -3 1 b 1/2 5/6
w2z —1)(x+3) 22 =z x—-1 x+3
multiplions a gauche et a droite par z, et faisons tendre x vers +oc. Il vient

M = l+b+li _or Quand z tend vers 4o, la
vz —-1)(z+3) = 2z—-1 6x+3 '

fraction de gauche tend vers 0, et a droite la limite est0+ b+ 1/2 — 5/6. Ces
deux limites sont égales, etonadoncb=—1/2+5/6 = 1/3.

Astuce Numeéro 2

Pour calculer la constante A dans i on peut multiplier a gauche et a droite par z, et
a

x p—
faire tendre 2 vers +oo. Mais ceci demande que I'on ait déja calculé un certain nombre de
coefficients.

& Troisiéme astuce trés simple : donner & x une valeur particuliére. Toujours dans
le méme exemple, on peut faire x = —1 a droite et a gauche. Cela donne 0 =
1—-b—1/4—-5/12,d’ol I'on tire aussi b = 1/3.
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Astuce Numéro 3

Donner a = une valeur particuliere. Mais ceci demande que I'on ait déja calculé un certain
nombre de coefficients.

@ Nouvelle astuce généralisée pour calculer deux coefficients d’un coup dans le
cadre d’un élément de deuxieme espece. Reprenons I'exemple 11, et multiplions
a gauche et a droite par 22 + 1. Il vient

323 — 22 +6 bt (2% +1) cr+d
——————— = axr T —_—
z? +x+2 22+ 1+ 2
On peut maintenant faire x = 4, quitte a se placer dans les complexes. Il vient
3i* —i?+6
ﬁ — ai+b, soit (T—3i)/(1+i) = ai+boumieux T—3i = (1+)(ai+b) =

b—a+ilb+a).Onab—a=7b+a=-3,cequidonnea = —-5b=2.0na
ainsi
313 — 22+ 6 _ —5r 42 cx +d

(2 +1)(22+2+2) 22+1  224x+2

4 p . ™
Astuce Numeéro 1 bis
uxr + v N . .
Pour calculer » et v dans ——————————— ot m est la plus forte puissance intervenant
, (22 +pr +q)" ,
avec ce trindme, on masque (z* + pz + ¢)™ dans la fraction de départ, et on remplace =
par une racine complexe du trindme dans ce qui reste.
Les risques d'erreur sont élevés si le trindme a une racine compliquée. A utiliser surtout avec
2 4+ 1.
N Y

@ Pour terminer 'exemple 11, le plus simple est maintenant d’appliquer les astuces
2 et 3. Quand on multiplie par x et que x tend vers +oo, I'’égalité des limites s’écrit
3 = —b5 + ¢, soit ¢ = 8. Pour calculer d, on fait z = 0, ce qui donne 3 = 2+ d/2,
soitd = 2.

o Une facon itérative de procéder

@ Voici une facon de procéder par étapes successives, sur un trés gros exemple.

13— 9z + 522 — 232° + 492 — 232° + 42° + 527 — 22° + 62°
N (z =13z +2)(x2+1)2(22+2+1)
dont on sait que la décomposition en éléments simples est
Ay A, As B cx +d ex+ f gr+h
17 (w1 Tao1 "

-1 sc—|—2+x2—|—:r+1 (z2+1)2  a2+4+1
1. Lastuce numéro 1 nous donne assez facilement A, =2et B = 1.

2 1
2. On soustrait alors a F(z), ce qui donne la fraction moins
@oip T a2 f@hcea

compliquée
—5 4 62 — 2022 + 142° — 222* + 152° — 5% + 57
@—1P@ + 1@ o+ 1)

Fi(z) =
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2 1
F(z) = Fi(x). 0O ’ I de F}.
avec F(x) @17 +x+2+ 1 (z). On ne s’occupe plus que de F
1
3. Lastuce 1 appliquée a F; donne A, = —1. On soustrait —m a Fy(x),

. 5a° + 2° + 17x* — 20° 4 142° — 3w + 4
ce qui donne Fy(x) = C-D@+ 2@ o+ 1)

4. Lastuce 1appliquée a F,(z) donne A; = 3. On soustrait
83 — 1+ bx + 2a°

(22 +1)2(22 + 2+ 1)

5. Lastuce 1 bis appliquée a F;(z) avec (z? + 1)? donne e = 1,f = —1. On

a L. eton
z—1 (@)

a Fs(x) =

-1 ) 5x + 213
soustrait T a Fs(x) pour avoir Fy(z) = CENCETESE
3
6. Lastuce 1 bis avec 2? + 1 donne g = 0,h = 3, et donc Fy(z) = 2l +
xr
cx+d o ) .
—— . Lastuce 2 appliquée a cette fraction donne 5 = 3 + ¢, soitc = 2.
r24+x+1
Lastuce 3 avec = = 0 donne d = —3. Finalement
2 1 3 1 2z — 3 z—1 3
F(z) = + +

(x—13 (z—12 z—1 m+2+x2+x+1+(m2+1)2+x2+1

Méthodologie

Cette facon itérative de procéder permet en théorie de décomposer toute fraction rationnelle.
En pratique, les soustractions sont tres lourdes, et les risques d'erreur sont grands. Mais on
n'est jamais confronté a des degrés aussi élevés, quand on décompose a la main. Cette
fagon de décomposer est utile quand on a un logiciel qui fait les calculs formels classiques,
mais qui ne dispose pas de la décomposition automatique en éléments simples.

o Décomposition en éléments simples dans

les complexes, puis les réels

@ Soit F(z) = N(x)/D(zx) ou les polynébmes sont a coefficients réels ou com-
k

plexes. Le dénominateur D(z) se factorise dans C sous la forme D(z) = H(:z:—
i=1
a;), ol les a,; sont ses racines distinctes, réelles ou complexes.

Théoreme 3. La décomposition en éléments simples complexes de ' est de la forme

N(z) A )
=F E E — ol les ¢, ; sont des constantes réelles ou complexes
D(.’E) (l‘) + prl ($ _ a/i)‘? Ci,j p

et ou la partie entiere £ est un polyndme réel ou complexe.

@ Ladémonstration est une généralisation de celle des péles réels dans la décom-
position sur R.
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Méthodologie

Une fraction rationnelle a coefficients réels peut donc se décomposer soit dans les réels soit
dans les complexes, suivant ce que 'on veut faire.

Tt —122° + 112° — 8z +8 3 n 7 N 1 i

(x —1)3(z2+1) C(r—183 -1 x+i x—i
en utilisant uniquement les astuces 1,2,3 détaillées plus haut (et en extrapolant la
notion de limite a une expression complexe).

Exemple13:0n a

k
Exemple 14 : Soit P = H(x —a;)* et F = P’/P. La généralisation de la déri-

=1

k k
’ P’
vée du produit a k termes nous donne <HR) = E <P{HPj) et donc 7=
i=1

i=1 j#i
k

(67 N ,
Z X ' ol les a; se calculent avec I'astuce 1.

i=1 *

& Siles péles complexes sont compliqués, méme l'astuce 1 peut conduire a des
calculs pénibles. Voici une variante de I'astuce 1, valable dans les réels comme
dans les complexes, mais réservée au cas d’un pole simple a, a savoir avec un
dénominateur D(z) = (z — a)D,(z) ot D, n’est pas divisible par z — a :

Astuce 1 et pole simple

est égale a N(a)

Dans le cas d'un pole simple a, la constante A du terme .
x—a D'(a)

Démonstration. En effet, on a D’(z) = D;(x) + (v — a)D(x) et donc D’ (a) =
D, (a). Masquer x — a au dénominateur et faire z = a revient a calculer D, (a), a
savoir D’(a). Voici 'exemple typique ol cette nouvelle astuce est tres utile :

Exemple 15.a : Décomposer F(z) = 7 sur C. Les 7 poles sont les w,, = e¥*7/7,

x7_
. A 1
kde0a6, et F(z) = b OnaD/(z)=Ta% dou Ay = —— =
pour k de 0 a 6, etona F(x) ) naD'(x) 2%, d’ou A, 7D
6
Wi W . 1 Wy,
=F = ZE lvient F(z) = =
Twl 7 Ven (z) 7;1‘—@%

Q

Exemple 15.b : On peut en déduire la décomposition dans les réels de cette fraction.
Les six racines w;, pour 1 < k < 6 sont deux a deux conjuguées, la conjuguée de
w, étant wg et ainsi de suite. Il vient donc

- +1§:( L )
STz —1 716:1 T—w, T—W,

Sachant que wx + Wy, = 2cos(2knw/7), on a finalement

T 1 2i xcos(2km/7) — 1
z"—1 z-1 x? —2cos(2kmw/7) + 1

k=1
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0 Utilisation des développements limités

Les développements limités peuvent aider dans la décomposition en éléments
simples d’une fraction rationnelle. Voici un exemple typique :
322 —z+1 ay  ay Gy ag b cr+d
Exemple16.x4(x_2)<x2+1> St o 22 x z—2 x4l
3t —z+1 ) 5 s b cx +d
aussi ($—2)(ac2+1) = ag + a1 + axx” + azx” + x° X m<$_2 + 221
- o 322 —x+1
placant au voisinage de 0, on a le DL a l'ordre 3 de ————————, le terme en
(x —2)(z*+1)
couleur étant le (). Calculer ce DL va nous donner ag,a,,a,,a3 d’un seul coup. La
division suivant les puissances croissantes donne —1/2 + /4 — 72 /8 — 152° /16 +
x*e(x). Notre décomposition est donc

32—z +1 1 1 7 15 b cr+d

Cela s’écrit

>.En se

xt(x —2)(z2+ 1) _@4_4503 8x? 16_x+x—2+x2—|—1
Les astuces 1 puis 2 puis 3 (avec « = 0) donnent b = 11/80, c =4/5 et d = 3/5.
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4 Exercice supplémentaire 4
www.lienmini.fr/exalgebre4

4
E§| 5@*::%‘

Décomposer en éléments simples dans R la fraction
zt+ar+1

Fe) = e =9

2x 4+ 6

Décomposer F(z) = dans les réels.

x(x+ 1) (a2 4 1)?
[ Exercice |

Décomposer sur les réels la fraction rationnelle
222 — 4

F(z) = x(xz?2 =1 (22 +z+1)
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1. Attention, le degré du numérateur est supérieur ou égal a celui du dénominateur, et
la fraction rationnelle possede une partie entiere. On commence par faire la division eucli-
dienne du numérateur par le dénominateur :

' +r+1=(2®-32"+22) x (x+3)+ 72> =5z +1

t+ax+1 Tx? — 5z + 1
it —— 3+ ————.
ot e-De-2 Tt ia-D@-2
2. On applique ensuite trois fois la technique de substitution (astuce 1) a la petite fraction
Tz? — 5z +1 a b c

z(x —1)(z —2) e 1 5 %

— Masquer x au dénominateur de gauche et faire x = 0:a = 1/2.

— Masquer z — 1 au dénominateur de gauche et fairex = 1:b = —3.
— Masquer x — 2 au dénominateur de gauche et faire x = 2:¢ = 19/2.
4
" Arap e 1l 1/2 3 19/2
- v g4 L2 =
o= a—2) o -

On sait que la décomposition est de la forme

2z + 6 _a b n cx+d +ex+f
zz+D@2+1)2 = x+1 (22+1)2 22+1

— Calcul de a : on masque x et on fait = 0 dans ce qui reste a gauche : a = 6.

— Calcul de b:on masque = + 1 et on fait x = —1 dans ce qui reste a gauche : b = —1.

— Calcul de c et d : on masque (2® + 1)? et on fait 2 = 7 dans ce qui reste a gauche :
ci+d=(214+6)/[i(i+1)] = —2—4i.Onadoncc= —4detd = —2.

Premiere solution : pour calculer e et f : sachant que F' comporte le terme ———— ( 21 )2 ,onle
soustrait a la fraction :

F) - —2 4x + 6 _6 1 _|_e:v+d

( +1) z(x+1)(z2+1) =z =x+1 22+1
On multiplie par 2°+1 et on fait z = i dans ce quireste: ei+f = (4i+6)/[i(i+1)] = —5i—1
soite = —5 et f = —1, et finalement
1 52— 1 4 2
F(z) = 6 _ 5 ae 4=

@4 1 2+1 (224 1)2

Seconde solution : pour calculer e et f : on multiplie par z et on fait tendre x vers 'infini.
L'égalité des limites donne 0 = 6 — 1 + e soit e = —5. On donne ensuite a « une valeur
particuliere, parexemplex = 1:1 =6 —1/2 —3/2+ (=5 + f)/2 soit f = —1. C’est plus
simple.

[ Exercice |
a b @ dr +e

La décomposition est de la forme F'(z) = p + ] + e L

— Calcul de a : on masque x et on fait z = 0 a gauche : a = 4.
— Calculde b:onmasque z — 1 etonfaitz = 1 a gauche:b = —1/3.
— Calculde c:onmasque z + 1 et on faitx = —1 a gauche: c = —1.
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— Calculs de d et e : on multiplie par x> +x+1etonfaitz = j, ou j estune racine cubique
de l'unité. On utilise 1 + j + j°> = 0etj = j°. On a

2;°—4 _2°—-4 _ (2/*-49(1-j5°) _ 10+8j

Jj@G* -1 1—j (1—=5)1-35%) 3

soite = —10/3 et d = —8/3. Finalement

4 1 1 1 1 10+ 8z

Flx)==-—= — _ -
(=) xr 3z—1 x+1 3z2+z+1

On peut aussi utiliser les astuces 2 et 3 (par exemple avec x = 2) pour calculer d et e.

dj +e=
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Techniques de résolution
d'un systeme linéaire

[ MOTS-CLES : PIVOT, ECHELONNEMENT, INCONNUES PARAMETRES, UNICITE,
COMPATIBLE, IMPOSSIBLE ]

systeme linéaire de n équations a p inconnues. On travaille dans un corps K quel-
conque.

o Position du probléme

Une équation linéaire en les p inconnues x,,zs, - - - =, est de la forme

121 + Aa%e + - +a,T, = b
ou les ay,as, - - - ,a,,b sont des scalaires connus (éléments du corps K), et ou I'on
cherche a calculer zy,z,, - - - ,x,. Un systeme linéaire de n équations a p inconnues
est composé de n équations linéaires, notées a; 1z, + - ax T, = by, pour 1 <
k < n. Il peut y avoir autant d’équations que d’inconnues (n = p) ou bien plus
d’équations que d’inconnues (n > p) ou bien plus d’inconnues que d’équations

(p > n).

| Cette fiche explique a partir d'exemples comment résoudre, par échelonnement, un

Méthodologie

Il'y a trois cas de figure possibles :
Une solution unique OU une infinité de solutions OU aucune solution.

Ce résultat est universel, indépendant du nombre d’équations et d’inconnues.

La présente fiche n’a pas pour objectif de dire dans quel cas théorique on a une
solution unique ou une infinité de solutions, mais de décrire sur des exemples la
technique de la méthode dite du pivot (échelonnement du systéme), permettant
de se ramener a un « systeme triangulaire » tres parlant et permettant de conclure
a chaque fois. Lentier n désigne toujours le nombre d’équations initiales et p le
nombre d’inconnues.

9 Principe de I'échelonnement, méthode du pivot

@ On conserve la premiére équation E, contenant I'inconnue z;, :onaa;; # 0.

@ On élimine z; de toutes les équations & partir de la deuxiéme, en remplacant,
pour 2 < k < n, chaque équation Ej, par E;,, — A\, E}, ol A, = a1 /a, 1. Appelons
de nouveau E,, - -- ,E, les nouvelles équations obtenues, et a; ; le coefficient
de z; dans Ej.

€ On élimine z, de toutes les équations a partir de la troisiéme, en remplacant,
pour 3 < k < n, chaque équation Ej par E;, — A\ E> oU Ay = ago/as5. On
appelle de nouveau FEs, - - - ,E, les nouvelles équations obtenues.
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Méthodologie

On peut toujours permuter des équations, si cela simplifie les calculs. En particulier, prendre
pour £, I'équation la plus simple contenant ;.

© Et ainsi de suite jusqu’a la derniére équation. Ensuite, on regarde le nouveau
systéme obtenu, qui est « triangulaire » et on conclut. On dit que I'on a échelonné
le systeme.

Méthodologie

Le nombre final d'équations apres échelonnement peut rester égal a » mais il peut aussi
diminuer : on enléeve les équations devenant « 0=0 ». Cela arrive quand les équations
initiales ne sont pas indépendantes, et que certaines ne servent a rien. Si l'on a une
équation « 0=1 », le systeme est impossible.

e Exemple 1: une unique solution

x +y +2z -t = -6
Soit le systéme S, : _2;; _;23; 4__22 4t _ (1) .
Aty 5t = —22

@ Etape1:onenléve zde E,,E;,E, enremplacant E, par E,—2E,, E; par E5+2F,
et B, par E, — E,. llvient S, :

r 4y +2z -t = —6
-3y —z 42t = 13

v +z -t = =12

3y —2z -4t = -16

@ Etape 2 :on conserve E; et E,. On enléve y de E; et E, en remplacant E; par
Es +4/3F, et Ey par E, + E,. Il vient Sy :

x 4y 42z -t = -6
3y —z +2t = 13
—z/3 +5t/3 = 16/3
-3z -2t = =3
# Etape 3 : on conserve E,,E, et F;. On enléve z de E, en la remplacant par
r +y 42z -t = -6
. -3 — 2t = 13
By — 9E. Il vient S, : V3 s = 1603
—17t = -51

Méthodologie

I faut impérativement bien présenter les calculs comme cela est fait ci-dessus, en alignant
les variables en colonne, pour avoir une écriture visuellement triangulaire des systemes.
Sinon on voit mal et on se trompe.
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@ Etape 4:on peut maintenant résoudre, en commencant par la derniére équation
qui donne t = 3. On reporte dans la troisieme équation, ce qui donne z = —1.
On reporte dans la deuxiéme équation, ce qui donne y = —2. Le report dans la
premiére équation donne x = 1. Le systeme admet une solution unique.
Remarque : dans le systeme S3, on pouvait multiplier F5 par 3, pour se débar-
rasser des dénominateurs.

o Exemple 2 : une infinité de solutions

T +y +2z -t = -6
Soit le systeme S, : ¢ 2z -y 43z = 1 a3équations et4inconnues.
—2r 42y -3z 4+t = 0

Il s’agit du systéme du paragraphe précédent, privé de sa derniere équation. Les
calculs des deux premieres étapes ne sont pas réécrits, et on arrive, apres multipli-
cation par 3 de la derniére équation, au systeme S; :

r +y 42z -t = -6
{ -3y —z 42t = 13
—z 45t = 16

La situation est completement différente : on peut donner a ¢t n’importe quelle va-
leur, en déduire z, puis y puis x. Il va donc y avoir une infinité de solutions. On consi-
dere t comme un « parameétre », et on exprime z = 5t— 16 avec la derniere équation.
La deuxiéme équation de S5 nous donne 3y = —z + 2t — 13 = =5t + 16 + 2¢ — 13,
soity = —t + 1. La premiere équation de S; donne z = —y — 2z +t— 6 = —8¢ + 25.

Méthodologie

Quand le systeme admet, au départ ou apreés triangulation, moins d'équations que

d'inconnues, il ne peut pas admettre une solution unique. Soit il en admet une infinité, soit il
est impossible.

€ Le théoréme suivant précise les choses :

Théoreme 1. Soit un systeme de n équations a p inconnues, se ramenant apres échelon-
nement a un systeme de r équations (avec » < p) admettant au moins une solution.

Alors il admet une infinité de solutions, qui dépendent de p — = parametres.

@ Démonstration en ligne

e Exemple 3 : systéme impossible

T +y 42z —t =
20—y 43z
—2x 2y -3z +t
—r +3y —z =

Soit le systéeme S, :

|
|
@O»—t@
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Ce sont toujours les mémes trois premieres équations, mais la quatrieme est modi-
fiée. Les deux premieres étapes sont toujours les mémes, et donnent S; :

r +y 42z -t = -6
-3y -z +2t = 13
—z/3 +5t/3 = 16/3

—z/3 +45t/3 = 61/3
On enleve z de E, en remplagant E, par E, — Es, et il vient

r +y  +2z —t = —6

g, - =3y -z +2t = 13
4 —z/3 +5t/3 = 16/3
0t = 15

La derniere équation est «0 = 15 » et estimpossible : le systéme n’a pas de solution.
Il était d’ailleurs inutile de former S,, on voyait tout de suite dans S5 que les deux
derniéres équations donnaient une impossibilité.

: plus d'équations que d'inconnues

r 42y -3z =5
20 —y +z =6
-2z +y +3z =0
9 -2y —1lz =11
Onremplace E, par B, —2F,, Es par Fs+2F, et E, par E,—9F, de facon a enlever

inconnue x des trois dernieres équations. Il vient

Soit 5] : avec 4 équations et seulement 3 inconnues.

r +2y -3z = b
-5y +7z = -4

5y -3z = 10
—20y +16z = -—-34

On enleve ensuite I'inconnue y de E; et de E, en remplagant £ par s+ E, et B,
par B, — 4F,. Il vient alors

r +2y -3z = 5
=5y +7z = -4
4z = 6
—12z = -—18
Si on ne voit pas que les deux dernieres équations sont proportionnelles, on fait
r 42y -3z =
N -5y 47z = -— S . N
E, + 3F; et on arrive a iy — - La derniere équation ne sert a
0z = 0
r 42y -3z = 5
rien, et on a en fait le systéme { -5y +7z = —4.Laderniére équation nous
4z = 6

donne z = 3/2. En remplagant dans la deuxieéme équation, il vient y = 29/10. En
reportant les valeurs de y et z dans la premiére équation, il vient x = 37/10. Le
systeme admet une unique solution.
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Méthodologie

Quand on a plus d'équations que d'inconnues, on a tendance a se dire qu'il y a plus de
contraintes que de degrés de liberté, et que les choses sont impossibles. Attention, rien a
voir! Les trois cas sont possibles : solution unique, infinité de solutions, impossible.

o Quand voit-on qu'il y a unicité de la solution?

© C’estuniquement en fin de triangulation que I'on voit visuellement si le systéme
admet une solution unique :

Méthodologie

En fin de triangulation, une fois enlevées les équations « 0=0 », quand le systeme admet
autant d'équations que d'inconnues, et qu'aucune n'est de la forme impossible « 0=1 »,
alors le systeme admet une unique solution.

@ En effet, le systéme est échelonné, et tous les coefficients « diagonaux » sont
différents de 0. On le remonte avec unicité pour chaque inconnue.

0 Programmation d'une étape de pivot

@ Voici une programmation effectuant le travail suivant : étant donnée une matrice
a, un numéro ¢ de ligne et un numéro j de colonne, mettre un 0 en colonne j
dans toutes les lignes a partir de la ligne i + 1, exactement comme on le fait a la
main. Les instructions nrows et ncols donnent le nombre de lignes (ligne=row)
et de colonnes de a.

pour k de 1+i jusque nrows(a) faire
t:= alk,jl/ali,jl ;
pour m de j jusque ncols(a) faire
alk,m] :=alk,m]-ali,m]*t;
fpour;
fpour;

@ Le logiciel Xcas, gratuit et souvent utilisé dans cet ouvrage, a I'inconvénient de
[généralement] numéroter de 0 a n — 1 les numéros de ligne (etdeOap —1les
numéros de colonne) dans une matrice de dimensions n x p. Cela complique un
peu la programmation.

0 Résolution avec Xcas

Beaucoup de logiciels de calcul formel effectuent directement la résolution de sys-
témes linéaires. Attention, quand le premier membre contient des parametres, au-
cune discussion n’est faite (voir I'exercice 3 en ligne pour une discussion exhaus-
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tive). Voici un exemple utilisant Xcas (gratuit), travaillant autour du systeme

r +5y +5z = 1
2z -z = 5
dr +7y +3z = —6

Il'y a deux instructions Xcas pour effectuer la résolution.
@ Sous la forme AX = B. La matrice A doit étre carrée (autant d’inconnues que
d’équations). On utilise l'instruction simult :

A:=matrix([[1,5,5],[2,0,-11,[4,7,3]1]1); B:=matrix([[1],[5],[-6]11);
sol:=simult(A,B);

Elle renvoie un vecteur sol =(137/27, -161/27,139/27) contenant les solutions. Sion
a besoin de les utiliser, on les récupére par sol[0] pour z, sol[1] pour y et sol[2]
pour z. Attention, dans Xcas, les composantes sont numérotéesdeOan — 1 et
pas de 1 a n comme on fait normalement. Attention aussi a bien mettre tous les
crochets comme indiqué.

€ En détaillant les équations, sans matrice. On utilise I'instruction linsolve :

eql:=x+bxy+b*xz ; eq2:=2x%x-z ; eq3:=4*x+7T*y+3%z;
sol:=linsolve([eql=1, eq2=5, eq3=-6], [x,y,z]);

On récupere les valeurs de x,y,z comme précédemment. La premiére ligne qui
donne des noms aux équations n’est pas indispensable : on peut taper directe-
ment le détail de chaque équation dans linsolve.

Linstruction 1insolve permet d’avoir plus d’inconnues que d’équations (ou I'in-
verse), et donc d’obtenir des solutions dépendant d’'un parameétre. Avec

T 45y +bz 44t = 1
2x -z -t = 5
dr 47y +3z +6t = —6

on demande

eql:=x+bxy+b*xz+4t ; eq2:=2*%x-z-t ; eq3:=4xx+7*y+3*z+6t;
sol:=linsolve([eql=1, eq2=5, eq3=-6],[x,y,z,t]);

On obtient une infinité de solutions, exprimées (pour une raison ou une autre)
en prenant ¢ comme variable parametre. Il vient :

( 22 t/27+137/27, -43t/27-161/27, 17t/27+139/27,t)

On peut aussi, le cas échéant, imposer la variable qui va étre parametre. Mais
il faut avoir de bonnes raisons mathématiques de savoir que cela est possible.
Par exemple, si on veut imposer que x soit le parametre, on remplace [x,y,z,t] par
[y,z,t] seulement, en enlevant le paramétre souhaité x.

Techniques de résolution d’un systéme linéaire | 55



ALGEBRE:r L1

12
maths Vorches

Ce livre regroupe I'ensemble de I'algebre linéaire et générale,

de la théorie des graphes et des probabilités couramment enseignés
en L1-L2 et au sein des CPGE. Véritable outil pratique, ses

62 fiches mettent en valeur toutes les notions importantes que les
étudiants doivent maitriser.

O Dans le livre : : O Enfiches téléchargeables

, , , facilement accessibles :
® [’ensemble des énoncés

de cours ¢ ®Llamajorité

) , . des démonstrations
® Certaines démonstrations

essentielles ¢ ®Une partie des exemples

. et des exercices corrigés
® Une partie des exemples

et des exercices corrigés ¢ ®l’ensemble des
: problémes récapitulatifs

Ce livre est aussi une excellente base pour s’entrainer a la préparation
aux concours de I'enseignement.

e L’auteur
Frangois Cottet-Emard a enseigné I'algebre et les probabilités
aI'Université de Paris-Saclay en licence. ===

IR AIE
9l 782807 - "‘Tns

328501 —-— pour bien commencer

sa licence

DE LA TERMIMALE
AUX ETUDES SUPEREUSES
=]




